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Udžbenik sOsiovi elektrotehnike Zbirka aka Šjeni 

| | irka zadatakakx namijenjen j. 
student SE ; j JEVSNJE 
prene az elektrotehničkih Jakulteta, ali ga mogu koristiti i studenti drugih 


oji nastavu iz ovog predmeta slušaju }| iČ. avn 
ušaju po sličnom 
programu. SG KRON 


u Udžbenik yOsnovi elektrotehnike Zbirka zadatakae koncipiran je 
' , ja Pek pokriva oblasti potrebne za pripremanje ispita iz 
reameta Usnovi elektrotehnike, te sa postojećim teorijski žzbenicima i 
ove oblasti, čini jednu cjelinu. "es Mada 
Zbog obimnosti izložene materij di ični 
u gol ije, ali i iz praktičnih razloga za 
čitaoce, udžbenik ,Osnovi elektrotehnike Zbirka zadatakae podijelili - u 
Stampi u četiri dijela-knjige u kojima su obrađene slijedeće oblasti: 
- — knjiga 1: Elektrostatika 
- knjiga 2: Jednosmjerne struje 
-_ knjiga 3: Elektromagnetizam 
- knjiga 4: Naizmjenične struje i Trofazni sistemi 


Svaka od navedenih oblasti počinje određenim brojem zadataka sa 
kompletnim postupkom rješavanja, a nakon toga dat Je određeni broj 
zadataka sa rezultatima, koji su namijenjeni za samostalan rad studenata. 
Cilj ovakvog pristupa bio je da se studentima skrene pažnja na činjenicu da 
je teorijska priprema preduslov za uspješno rješavanje zadataka. 
Zadavanjem zadataka za samostalno rješavanje, studenta podstiče i 
osposobljava za samostalno razmišljanje, donošenje zaključaka i odluka, te 


Kej i razumijevanje teorijskih, fizikalnih zakonitosti i procesa, koje 
SU Culi na predavanjima i vježbama putem verbalnog opisa. 
Pa Ovakav pristup i metodologija daje dobre rezultate i studenti moraju 
—— sve prednosti koje im se na ovaj način pružaju. Aktivno učešće 
G enta, kontinuirano u toku nastave, podstiče ga na samostalnost 
eatIvnost, razvija samoinicijativu i pruža neophodnu sigurnost i odvažnost 
potrebnu za rješavanje složenih inženjerskih problema u praksi. 
Nadamo se da smo ovakvim pristupom omogućili. studentima da 


potpunije ovladaju problematikom vezanom za navedene oblasti i na taj 


način du veoma teško i obimno gradivo. 

Nam ruge strane, sigurno će ova knjiga biti i u J irani 
imženjera. Dok se inženjeri budu bavili a m eG KS aaa 
(jar se da će se rado podsjetiti vremena u kojem su rješavali A. 
Bede Raa UA darzipa nervoze. Iskustvo koje su stekli kasnije, 
Mer e vidike i danas su sigurno u prilici da još bolje skvate 

inu problematike i značaj Jundamentalnih znanja, te koliko | Ž 

filozofija elektrotehnike. POEO 
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.. čovjekove. 
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Najveći ukras čovjekov je znanje. 
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Jean-Baptiste Biot (1774-1862), francuski fizičar, matematičar i astronom. 
S Gay-Lussacom (1804) izvršio prvi naučni let aerostatom radi proučavanja 
svojstava zraka na raznim visinama. S Aragoom (1806) izvršio prva precizna 
mjerenja gustine zraka i raznih gasova. Bavio se geodetskim mjerenjima i 
određivanjem dužine meridijana. Istraživao polarizaciju svjetla (1815) 
otkrio optičku rotaciju kod različitih tekućina. Primjenio polarimetar 
(saharimetar) za dijagnostiku dijabetesa. Postavio teoriju širenja zvuka u 
čvrstim tijelima. Zajedno sa F. Savartom radio na Biot-Savartovom zakonu, 


pomoću kojeg se izračunava magnetno polje proizvedeno električnom 


strujom na osnovu oblika provodnika i jačine struje. Ovaj zakon formulisao 
je kasnije P. S. Laplace na osnovu ogleda, što su ih izvršili Biot-Savart. 


Felix Savart_ (1791-1841), francuski fizičar. Bavio se  akustikom, 
elektromagnetizmom i optikom. Zajedno sa J. B. Biotom otkrio je zakon koji 
određuje jačinu magnetnog polja što nastaje oko provodnika sa strujom, tzv. 
Biot-Savartov zakon. Proučavao je rezonanciju zvučnih talasa. 


2 Vektor magnetne indukcije. Bio-Savarov zakon. 


Elektromagnetna sila 
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3.1. Vektor magnetne indukcije. Bio-Savarov zakon. 
Elektromagnetna sila 


3.1. _ Odrediti vektor magnetne indukcije u tački P na normalnom rastojanju 
d od usamljenog tankog pravolinijskog provodnika sa strujom jačine I, 
dužine I. Provodnik se nalazi u vakuumu, slika 3.1. : 

l 
Ho 
P 
d 
I. 
slika 3.1 
Rješenje: 


Svaki tanki pravolinijski provodnik kroz koji protiče struja jačine I, može se 
posmatrati kao suma provodnika elementarne dužine d! kroz koje protiče 
struja Jačine I. Uvodeći pojam strujnog elementa (Id!), rezultantna magnetna 


indukcija u nekoj tački može se izraziti u obliku geometrijske sume 
djelovanja svih strujnih elemenata u prostoru. 


slika 3.1.a slika 3.1.b 


Magnetna indukcija koju stvara jedan strujni element u nekoj tački prostora 
P, koja se nalazi na normalnom rastojanju d (slika 3./.a), može se odrediti 


Elektromagnetizam 
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koristeći Bio-Savarov zakon (Jean Baptiste Biot 1774-1862, Felix Savarat 
1791-1841). 


' Id! xT 
"= Ra ei BM (3.1) 
AX T" 


Vektor magnentne indukcije dB kojeg stvara strujni element Id! u nekoj 
tački P, normalan je na ravan koju obrazuju vektori df ir, pri čemu je 


vektor d/ usmjeren u smjeru proticanja struje I, a vektor r_ je usmjeren od 


elementa d! ka tački u kojoj se traži magnetna indukcija B. Smjer vektora 


magnetne indukcije određuje se pravilom desnog zavrtnja u odnosu na smjer 
struje. | 


Koeficijent ug karakteriše magnetne osobine vakuuma i naziva se magnetna 


propustljivost ili magnetna permeabilnost. Magnetna-propustljivost vakuuma 
IZNOSI: 


u, =4đr-10"|H/ml|. 


Elementarna magnetna indukcija, koju u tački P na rastojanju d stvara strujni 
element Id/_je intenziteta: 


Ho Idlsine 
Amor 


dB = 


Sa slike 3.1.b je: 


T 
os 4( 
) P 


SINA, = JE + 5) = cos. 


Uvođenjem ove relacije u izraz Za dB dobija se: 


pa je: 


_ Hg Idlcosp 
A1ort%o0— 


dB 


Vektor magnetne indukcije. Bio-Savarov zakon. 
| Elektromagnetna sila 


+ Zn i. pl o apoteka zen: ini, tan 1 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


Vektori elementarne magnetne indukcije dB od svih strujnih elemenata 
provodnika se poklapaju po pravcu i smjeru, te je rezultantna magnetna 
indukcija jednaka sumi intenziteta svih elementarnih djelovanja: 


Hg Idicosp 
B=|———. 
4uor? 


Sa slike 3.1.b je takođe: 


Ako se sa B, označi ugao izneđu normalnog rastojanja d i pravca koji spaja 
tačku P sa početkom provodnika, a sa PP; označi ugao između normalnog 
rastojanja d i pravca koji spaja tačku P sa krajem provodnika, tada se ugao 
nalazi u granicama od P; do PB, odnosno: 


B= 


B+ 
Hol { 
— | cosfdp. 
4A4rd 8, 


Rješavanjem integrala dobija se intenzitet magnetne indukcije koju u tački P 


na rastojanju d stvara pravolinijski provodnik dužine ! kroz koji protiče 
struja jačine I: 


B = 


u ,1,. |! 

SIND, — sinD) ). (3.2) 
—(sinB, — sin) 
Kod uvrštavanja vrijednosti uglova $; i PB, potrebno je voditi računa o 
slijedećem: uglovi koji se nalaze ispod normalnog rastojanja d uzimaju se sa 
negativnim predznakom, a uglovi koji se nalaze iznad normalnog rastojanja 
d uzimaju se sa pozitivnim predznakom. 


U slučaju razmatranja magnetne indukcije koju bi u tački P sa slike 3.1 
stvarao neograničeno dugi pravolinijski provodnik sa strujom jačine 1, 
vrijednosti za uglove bi bile $;=-12 i B,=1/2. 


$: 


s8v 
XY 
a 
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Intenzitet magnetne indukcije koju stvara neograničeno dugi pravolinijski 
provodnik sa strujom jačine I u nekoj tački na normalnom rastojanju d, može 


se odrediti kao: 


3.2.  Odrediti izraz za vektor magnetne indukcije u centru kvadratne 


konture stranice a, kroz koju protiče stalna jednosmjerna struja jačine 
I. 


Rješenje: 
Kvadratna kontura leži u x0y-ravni kao što je prikazano na slici 3.2. 
Rezultantni vektor magnetne indukcije se dobija sabiranjem vektora 


magnetnih indukcija nastalih usljed proticanja struje jačine I kroz pojedine 
stranice kvadratne konture dužine a: 


B. =B,+B,+B,+B, 
Vektor magnetne indukcije uzrokovan proticanjem struje jačine I po 
pojedinim stranama kvadratne konture, određen pravilom desnog Zzavrtnja, je 


u smjeru Z-ose, pa je intenzitet rezultantnog vektora magnetne indukcije: 


B.=B;+B,+B;+B, 


— 


a 


slika 3.2 — slikaš2a 


Vektor magnetne indukcije. Bio-Savarov zakon. 
Elektromagnetna sila 
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Kako se tačka O nalazi u centru kvadratne konture to je: 


pa je: 


Dakle, dovoljno je odrediti magnetnu indukciju u tački O koju stvara samo 
jedna stranica kvadratne konture. , 


Sa slike 3.2.a je: 


Intenzitet rezultantne magnetne indukcije je: 
I 
B=4 B=} El 
Na 
a vektor rezultantne magnetne indukcije je: 


= I = 
N.=2302}j Sk 
Ta 


3.3.  Odrediti vektor magnetne indukcije u tački P na rastojanju z od centra 
tanke kružne konture poluprečnika R sa strujom jačine I, slika 3.3. 
Kružna kontura se nalazi u vakuumu. 


Elektromagnetizam 7 
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slika 3.3 
Rješenje: 


Elementarna magnetna indukcija koju u nekoj proizvoljnoj tački P na osi 


zavojka stvara strujni element Idl, sa slike 3.3.a, a na osnovu Bio- 
Savarovog zakona (izraz (3.1)) je: 


TI 
Idl, rsin — 
NM MR U 


AM od An r' 


Pravac vektora dB, je normalan na ravan koju obrazuju vektori dl, i (,a 
smjer mu je definisan pravilom desnog zavrtnja. 


Na isti način se može odrediti elementarna magnetna indukcija koju u istoj 
tački P stvara strujni element Id/,, koji je dijametralno simetričan strujnom 


elementu Id!': 


slika 3.3.a 


Vektor magnetne indukcije. Bio-Savarov zakon. 
Elektromagnetna sila 


—— memo = me me sm mm rm 
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Može se zaključiti da su vektori dB, i dB, po intenzitetu jednaki 


(dB;=dB,=dB), jer je dlj=dlj=d!. Vektori dB koji potiču od različitih strujnih 
elemenata očigledno ne leže na istom pravcu, te je za određivanje 
rezultantne magnetne indukcije neophodno odrediti rezultantne iznose 
vektora po pojedinim pravcima. Vektori elementarne magnetne indukcije 
koji potiču od različitih strujnih elemenata obrazuju konus sa vrhom u tački 


P. Razlaganjem vektora dB po komponentama, može se zaključiti, da će se 


sve njegove projekcije po x i y osi koordinatnog sistema poništavati, jer u 
x0y-ravni uvijek postoji par -projekcija vektora iste dužine, a suprotne 
orijentacije. Dakle, jedino egzistira rezultantna komponenta u pravcu ose Z 
koja se može izraziti kao: 


Idlsi 
dB, = dBcosa -dBco S -B)= dBsinp Veda. 


Amr? 


Sa slike 3.3.a je: 


R 
sn =—, 
oT 
r=yVR?+z2", 


i sumirajući uticaje svih strujnih elementarnih zavojaka, ukupna magnetna 
indukcija na osi zavojka u tački P iznosi: 


21R . I 2 I 
Is IR I 
B=B, = {dB, = { KO a NG gn ii. 
c 0 


4" 2A(R! E 2'): se 


Dobijeni izraz za magnetnu indukciju u nekoj proizvoljnoj tački na osi 


zavojka može poslužiti i za određivanje magnetne indukcije u centru zavojka 
(7=0): | a 


Odrediti vektor magnetne indukcije u centru tankog kružnog diska 
poluprečnika R, sa ravnomjerno raspoređenim ukupnim 
naelektrisanjem O. Disk rotira oko normale koja prolazi kroz njegov 
centar konstantnom ugaonom brzinom 0). 


Elektromagnetizam 
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Rješenje: 


Da bi se odredio vektor magnetne indukcije, potrebno je disk izdjeliti na niz 
koncentričnih prstenova debljine dr, kao na slici 3.4. 


slika 3.4 


Kako je naelektrisanje O ravnomjerno raspoređeno, onda se na jednom 
prstenu nalazi naelektrisanje dO iznosa: ; 


dO=o-21r-:dr. 


Kada disk rotira ugaonom brzinom (9, prsten je ekvivalentan kružnom 
provodniku sa strujom: : 


broj obrtaja | a) 
—=oordr. 


AUT mm 
u jedinici vremena 27 


Ovaj provodnik u centru diska (z=0) stvara vektor magnetne indukcije: 


Rod 
| 2r 


dB = 


Ukupna magnetna indukcija dobija se sumiranjem po svim elementarnim 
prstenovima: | |) 


U Or 1 m 
drek= UJWOKANI 


R 

B=|dB=| 

0 

S obzirom da je gustina površinskog naelektrisanja 


O 


GET, 
Tr? 


I Vektor magnetne indukcije. Bio-Savarov zakon. 
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———— NOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


y . ,.e . + . e. 
ektor magnetne indukcije u centru diska Koji rotira ugaonom brzinom a) je: 


—— 
— 
— 


3.5.— Na slici 3.5 prikazan je linijski provodnik koji slijedi obim kruga 


poluprečnika a, osim na dijelu koji odgovara centralnom uglu 2a gdje 
je provodnik pravolinijski i ide duž odgovarajuće tetive. Ako u 
provodniku postoji konstantna struja jačine I, odrediti vektor 
'magnetne indukcije u centru kruga. 


slika 3.5 slika 3.5.a 


Rješenje: 


Vektor elementarne magnetne indukcije koju stvara strujni. element 


Id! kružnog dijela provodnika, slika 3.5.a, u centru kruga (tačka O) je: 


U Td8R_ Id8B - 
as za 
41 o r 41 a 


Vektor ukupne magnetne indukcije kružnog dijela provodnika iznosi: 


Strujni element pravolinijskog provodnika, 


i j - stvara vektor ele 
indukcije u tački O: mentarne 


Elektromagnetizam 
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— ——RVĐVVGVG—— VEDE === 


Sa slike 3. 5. a, je: 


 ACOSO 
r 


_— 


cos) 


Vektor magnetne indukcije koju u centru kruga stvara pravolinijski 
provodnik je: 


Be (Me (Malo MM 


Po ga. k. 
1 41 or 7, 4n acosa 2ma 


cosP 


Vektor ukupne magnetne indukcije datog provodnika u centru kruga, tačka 
O, je: 


- = ž) 
B=B,+B, = kt (te a+tga)-k (TI. 


3.6.  Izračunati vektor magnetne indukcije u centru sfere poluprečnika R 
na kojoj je namotano N zavojaka u kojima postoji stalna struja jačine 
I. Poznato je N=1000{zav|, R=15{cm), I=S{AJ. 

Rješenje: 


slika 3.6 


Vektor magnetne indukcije koju stvara jedan kružni zavojak sa strujom 
Jačine I u centru O (prema zadatku 3.5) je: 


3 
= ul x"\2 ". 
8 = 22015) sl 


Vektor magnetne indukcije. Bio-Savarov zakon. 
Elektromagnetna sila 
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— PE SEEN EN PE ————— —-——— —— ——————m—nu——_—_—- 
- -- —--- -_—— 


PAPE SP PEINKEE, me mr eo. o mm or arm Rm 1 
EP KRETE PIJ EEVEE PENEEOCA 
nn I Penn = ra = 
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Sa slike 3.6 je: 
r= RsinO, 
x = RcosO, 


paje magnetna indukcija jednaka: 
B, = = she sin?0-i. 
2ZR 
Broj zavojaka koji je određen elementarnim uglom d0 jednak je: 
N 
dN =—d60. 
TI 


Ovaj broj zavojaka kroz koji protiče struja jačine I, u centru O stvara 
magnetnu indukciju: 


dB=B_,dN a kot svoN Gai. 
2R T 


Ukupna magnetna indukcija svih zavojaka na sfernoj površini jednaka je: 


B=1,05-10?-1 {T). 


3.7.  Odrediti vektor magnetne indukcije u centru pravilnog mnogougla 
stranice dužine 2a, kroz koji prolazi konstantna struja jačine I. 


Rješenje: 


Prema Bio-Savarovom zakonu element provodnika d! jedne strane 


mnogougla stvara u tački M (centar MAOBeNEJA); slika 3.7, vektor magnetne 
indukcije: 


—_— RP tanana O Sr 0 


Arnor? Arnor? 
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— 


i) ae Ka nako? 
gdje je 1, = — jedinični vektor. 
r 


slika 3.7 


Potrebni geometrijski odnosi sa slike 3.7 su: 


dete 
SEE. in 


SINO SINO, 
l=a— bctga, 


da TI 
dd=b——=a- ctgu——. 
SINO, n sina 


Vektor magnetne indukcije koju stvara mnogougao sa strujom jačine I, u 
njegovom centru jednaka je: 


USE da 
= "= zu? Ž 
B=n{dB=n ns sina -k, 
N 2 2 
nor koa 
em a'ctg 
sin'a 
Me. Sin" — 
B= = UsKITI 
27ra 
COS — 
n 
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3.8.  Izračunati vektor magnetne indukcije u tački A za provodnik na slici 


3.8. Kroz provodnik teče stalna jednosmjerna struja jačine I, a 
provodnik se nalazi u vazduhu. 


slika 3.8 


Rješenje: 


I 
Ho 
d 
I SB 
A u 
slika 3.8.a slika 3.8.b slika 3.8.c 


Vektor magnetne indukcije u tački A koju stvara provodnik sa strujom jačine 
I sa slike 3.8, određuje se superpozicijom vektora magnetnih indukcija koje u 
tački A stvaraju pojedini dijelovi provodnika kao što je prikazano na slikama 
3.8.a, 3.8.b 1 3.8.c. Za svaki od uočenih dijelova provodnika potrebno je 
odrediti vektore magnetne indukcije. 
Za provodnik sa slike 3.8.a, koristeći izraz (3.2) 1 uzimajući da je 

d=R, 

TN i 
D;= = — sin, = -1, 


B,=0 2 sin, = 0, 


dobija se da je intenzitet magnetne indukcije u tački A: 
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I 
B, "PoknR. 


'Provodnik sa slike 3.8.b, stvara vektor magnetne indukcije čiji je intenzitet 


jednak polovini iznosa magnetne indukcije koju stvara kružna kontura u 
centru: 


I 
Bik -"HoSBg 
B I 
Ras SS. 


Analogno određivanju intenziteta magnetne indukcije u tački A na slici 
3.8.a, određuje se i intenzitet magnetne indukcije u tački A na slici 3.8.c 


gdje je 
d=R;, | 
B;=0 S sin, = 0, = 


TI 
P, "—" sin, =), 


I 
PS d,e. 


Vektor ukupne magnetne indukcije u tački A određuje se kao suma vektora 
magnetnih indukcija koje potiču od pojedinih dijelova provodnika: 


— 


B, =B,+B,+B,. 


Sa slika 3.8.a, 3.8.b i 3.8.c može se uočiti da sva tri vektora magnetnih 


indukcija leže na pravcu koji je normalan na ravan crteža, dok su im 
smjerovi različiti. U 


Ako se pretpostavi je da je rezultantni vektor magnetne indukcije istog 


smjera kao i vektori B, i B,, tada intenzitet vektora.magnetne indukcije u 
tački A IZnOsi: ' 


B,.,=B, =By,+Bi}; 


odnosno: 
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3.9.— Predstaviti linije. vektora magnetne indukcije B za malu ravnu strujnu 
konturu, strujnog elementa i tankog pravolinijskog provodnika. 


Rješenje: 


Linije vektora magnetne indukcije su veoma korisne za predstavljanje. 
magnetnog polja. To su zamišljene linije, koje imaju osobinu da se tangenta "' 


u svakoj tački linije podudara sa pravcem vektora magnetne indukcije. 


Mala strujna kontura pod djelovanjem elektromagnetnih sila teži da se 
postavi normalno na linije vektora B, odnosno da se normala na ravan 
konture postavi paralelno vektoru B što je prikazano na slici 3.9. Činjenica 
da se magnetna igla postavlja uvijek paralelno vektoru B, tako da se smjer 
južni pol — sjeverni pol poklapa sa smjerom linije vektora B , omogućuje 
jednostavno eksperimentalno određivanje linija vektora B. 


S A = 
sina "S d ) ' "\Idl y HM 
; | u. / \ | 
dE 
slika 3.9 slika 3.9.a 


Strujni element stvara elementarni vektor magnetne indukcije dB. Vektor 


dB je normalan na ravan koja sadrži vektore di Ty, Slika 3.9.a.. Linije 


vektora dB krugovi, sa centrima na pravcu elementa d!. U svim tačkama ' 


jednog takvog kruga vektor dB ima isti intenzitet. 


slika 3.9.b 
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Na osnovu ovih razmatranja zaključuje se da su u slučaju dugačkog tankog 
pravog provodnika linije vektora B krugovi sa centrima na osi provodnika, 
što je prikazano na slici 3.9.b. Smjer vektora B određen je pravilom desnog 
zavrtnja u odnosu na smjer struje (smjer linija polja u okolini pravolinijskog 


provodnika podudara se sa smjerom glave desnog zavrtnja, ako se zavrta 
uvrće u smjeru struje). 


3.10. Predstaviti linije vektora magnetne indukcije B= jednog kružnog 


zavojka sa strujom, 1 za dva bliska koaksijalna kružna zavojka istih 
poluprečnika i sa jednakim strujama, za slučaj gusto namotanog 
solenoida. | | 


Rješenje: 


Na slici 3.10 prikazane su linije vektora magnetne indukcije B jednog 
kružnog zavojka, a na slici 3.10.a linije za dva bliska koaksijalna kružna 
zavojka istih poluprečnika i sa jednakim strujama istog smjera. 


slika 3.10 slika 3.10.a 


Potrebno je uočiti da se u slučaju dva bliska koaksijalna kružna zavojka istih 
poluprečnika i: sa jednakim strujama istog smjera dobija približno homogeno 


polje. Na slici 3.10.b, predstavljene su linije vektora B_=u slučaju gusto 
namotanog solenoida. 


U svim prikazanim slučajevima linije vektora B nemaju ni početka ni kraja, 
već su to linije koje se zatvaraju same u sebe. To je posljedica činjenice da 


se linije vektora magnetne indukcije jednog strujnog elementa zatvaraju 


same u sebe. Magnetno polje bilo kakve raspođjele gustine struje se dobija 
kao suma polja velikog broja strujnih elemenata. Činjenica da u prirodi nisu 
uočena "magnetna naelektrisanja" analogna električnim naelektrisanjima to 
ukazuje dassu linije vektora B u svim slučajevima zatvorene linije. 
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Savassa neu 
GA GJI SOJA 
slika 3.10.b 


3.11. Odrediti smjer i intenzitet elektromagnetnih sila koje djeluju na sve 
stranice pravougaone konture za sistem prikazan na slici 3.11, ako je 
L=10(A| 1 b=|1{A|, b=2a. 


slika 3.11 slika 3.1 IL.a 
Rješenje: 


Sila kojom provodnik sa strujom I; djeluje na pravougaonu konturu sa 
strujom 12 data je izrazom: 
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F=l;|{d xB), (3.5) 
{ 
gdje je: Iz - struja kroz provodnik na koga se računa sila, 
dl - element dužine provodnika na koga se računa sila, 


B - vektor magnetne indukcije polja u kome se nalazi provodnik 
na koga se računa sila 


Izraz u zagradi predstavlja vektorski proizvod dva vektora. Rezultat tog 


proizvoda je vektor koji leži na pravcu koji je normalan na ravan koju 


obrazuju vektori di B,a smjer mu se određuje pravilom desnog zavrtnja 


tako da se vektor d! najkraćim putem pomjeri ka vektoru B. Intenzitet 
vektorskog proizvoda se određuje na osnovu izraza d{-B-.sinc,, gdje C 


predstavlja ugao između vektora d_i B, slika 3.11.b. 


a 
P 
(od 
2 


B 


ud 


slika 3.11.b 


Ugao između vektora magnetne indukcije Bi vektora dI , slika 3.11.a, na 
svim stranicama ((1), (2), (3),(4)) pravougaone konture je isti i iznosi 1V2. 


Sile na pojedinim stranicama računaju se na slijedeći način: 


I sila na stranicu (1) 


Magnetna indukcija u svim tačkama duž stranice (1) ima istu vrijednost i 
IZNOSI: 


I 


1 
B, SLE mA 


pa intenzitet sile na tu stranicu iIZnOSsi: 


2a 
KslB. |dlsin==4 12 zdluN). 
0 
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Sila F, djeluje u pravcu x-ose i vektorski se može zapisati kao: 


FE =-4i |uN). 
II sila na stranicu (2) 


Analogno prethodnom slučaju, vektor magnetne indukcije ima isti intenzitet 
u svim tačkama stranice (2) pravougaone konture 1 IZnosi: 


I, 
B,=HMo i," 


Intenzitet sile je: 


2a 
T II 
FE, SLE Si ) =2|uN)|. 


Vektor sile E, djeluje u pravcu x-ose: 
III sila na stranicu (3) 


Magnetna indukcija duž stranice (3) se mijenja obrnuto proporcionalno 
normalnoj udaljenosti x od ose provodnika sa strujom ;: 


me 
zo ho ITmx 
Intenzitet sile E, je: 

" T | ULIL dx 
F, =1, | B,dlsin— =|dl = dx|= —— | — = 
" | j 2 21 ) 


a 


=} Mi, 2 = 4ln2 |uN| 
21 


Vektor sile F, djeluje u pravcu y-ose i moguće ga je zapisati kao: 
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IV sila na stranicu (4) 


Analogno prethodnom slučaju, magnetna indukcija se mijenja duž stranice 
(4) kao: 


Intenzitet sile F;, je: 


jak 


2a = ji LI 
Seta NR ; 


21 


a 


=}, 1, 2 = 4ln2 |uN| 
21 


Vektor sile EF, djeluje u pravcu y-ose 1 može se zapisati kao: 
E, = -4ln2 j|uN|. 
3.12. U vazduhu na rastojanju d, nalaze se dva paralelna, tanka, 
neograničeno duga, pravolinijska provodnika. Kroz provodnike 


protiču stalne jednosmjerne struje jačina I; 1 I, kao na slici 3.12. 
Odrediti elektromagnetne sile kojima su izloženi provodnici. 


slika 3.12 slika 3.12.a 
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Rješenje: 


Provodnik kroz kojeg protiče struja u svojoj okolini stvara magnetno polje. 
Provodnik sa strujom jačine I, stvoriće magnetnu indukciju 


na mjestu provodnika sa strujom jačine I. Magnetna indukcija provodnika 
sa strujom jačine I, na mjčstu provodnika sa strujom jačine |, je: 


I, 
B,=}, ZH 


Elektromagnetne sile kojima provodnici djeluju jedan na drugi mogu se 
izraziti kao: 


odnosno 
£, =L, ((,xB,). 


Sa slike 3.12.a moguće je uočiti da su vektori magnetne indukcije 1 pravci 
provodnika međusobno normalni, te se sumiranjem svih elementarnih 
elektromagnentih sila dolazi do intenziteta rezultantnih sila međusobnog 
djelovanja dva pravolinijska provodnika: 


I,1, 
F,, = Ho Ind l , 
odnosno 
II 
se = Ho = L, 


Intenziteti sila F;2 1 F2; su isti, što ukazuje da za slučaj realnih strujnih 
kontura važi zakon akcije i reakcije. 


Vektori elektromagnetnih sila leže u ravni koju obrazuju ova dva 
provodnika. Smjer sila je određen orijentacijom struja kroz provodnik, tako 
da su, u ovom slučaju, sile privlačnog karaktera. 
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HM š 13. U homogenom magnetnom polju indukcije B nalazi se pravougaoni 
" provodnik, kroz koji protiče stalna struja jačine I. Provodnik se nalazi 
u ravni crteža i njegove dvije strane su paralelne sa linijama 
magnetnog polja kao na slici 3.13. Odrediti moment elektromagnetnih 
sila na pravougaoni provodnik. 


{Y 


slika 3.13 
Rješenje: 
bi 


Na pojedine strane pravougaonog provodnika djeluje slijedeće sile: 


— 


EF, = je EF, = IbBsin0= 0, 


= I{b,,xB)}oF,, = IbBsinr=0, 


(b.,xB) 
sim 1,,xB)= laB sin k=laB:k, 
| = (1xB)= 


a,,xB 


laB sin. k = -IaB-:k. 


Sile F,, 1 F,, su istog intenziteta, a suprotnog smjera, pa one nastoje 


zaokrenuti pravougani provodnik oko ose O-O', slika 3.13.a. Na provodnik 
sa strujom I djeluje magnetno polje momentom veličine: 


M = Fb = labB= 1SB. 


Vektorski zapisan moment je: 
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M=1SxB. 


Normala na površinu određuje se pravilom desnog zavrtnja u odnosu na 
smjer struje u pravougaonom provodniku, odnosno: 


n==-k, 


te je moment: 


M = IŠXB = ISBsin z( kxi),. 
M=-ISBj. 


3.14. Provodnik sa strujom jačine I, u obliku kruga poluprečnika a, nalazi se 
u homogenom magnetnom polju indukcije B, slika 3.14. Odrediti 
moment elektromagnetnih sila koji u odnosu na osu O-O' djeluje na 
ovaj provodnik. Poznato je: a=10(cm), B=1{(T|, I=4{A|J, p=103. 


slika 3.14 slika 3.14.a 
Rješenje: 


Vektor magnetne indukcije potrebno je rastaviti na dvije normalne 


komponente, jednu u ravni crteža, a drugu koja je normalna na ravan crteža, 
kao što je prikazano na slici 3.14.a. 


Rezultantni moment se dobije sabiranjem momenata koji nastaju od 
pojedinih komponenti vektora magnetne indukcije. 


Na element d! provodnika sa strujom jačine I usljed komponente magnetne 
indukcije B, djeluje elementarna elektromagnetna sila: 


Elektromagnetizam a 
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dE, = IdlxB,,, 
koja leži u ravni provodnika sa smjerom ka centru kružnog provodnika. Ova 


sila nema uticaja na rotaciju provodnika nego teži deformaciji provodnika. 
Ukupan moment rezultantne sile F, jednak je nuli. 


Druga komponenta vektora magnetne indukcije B, na elementu provodnika 


d!. stvara elementarnu elektromagnetnu silu: 

dF, = IdlxB, ' 
sa smjerom kao na slici 3.14.a 1 nalazi se za pola provodnika iznad ose 0-0'. 
Elementarni moment ove sile je: 

dM = TxdF,, 


gdje je T_ vektor položaja odgovarajućeg elementa dl u odnosu na osu 
obrtanja. 


Intenziteti elementarne sile i momenta su: 


dF, = Id!B ,sinZ|dl, B, )= IMlBsinosi" P E = o) = 


= IdMBsinosinO, 
se Ar SE i zx ; ! 
dM = rdE, sinZ(E, dF, )= rdF, sin O = IdF, = rIdIBsinosin9. 


Sa slike 3.14.a je: 


di = ad60, 
r=asine, 


te je elementarni moment jednak: 


dM = Ia"Bsinosin?0d0. 
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Ukupan moment elektromagnetnih sila je: 
21 | 
M = { Ia"Bsinpsin?0d0 = na" IBsino, 
0 
M = 10,882-10—% (Nm|. 


3.15. Dva paralelna trakasta provodnika sa slike 3.15, sa strujom jačine 
I=10{A|, djeluju na pravolinijski provodnik sa strujom jačine |, 
podužnom silom intenziteta F'=200{uN/m)|. Provodnici su veoma 
dugi. Poznato je: a=4{cm|, b=2{cm| i c=3{cm)|. Odrediti: jačinu struje 
u pravolinijskom provodniku 1 pravac i smjer sile F' kao i ugao koji 


ona zaklapa sa x-osom označenom na poprečnom presjeku na slici 
3.15. 


slika 3.15 
Rješenje: 


Struja elementa gornje trake, širine dx, na slici 3.15.a, stvara na mjestu 
pravolinijskog provodnika magnetnu indukciju intenziteta: 


u ,ldx 
\— 2mar 
Vektori magnetne indukcije svih elemenata trakastog provodnika imaju isti 
pravac i smjer. Intenzitet vektora magnetne indukcije gornje trake je: 


——= |} 


ru Idx_ u, I a+c 
BD. = = ZE:VANUU 
I | 2 2ma a u 


Zbog simetrije će magnetno polje donje trake, na mjestu pravolinijskog 
provodnika, imati samo horizontalnu komponentu, slika 3.15.b, čiji je 
intenzitet: 
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me - mv — RRDD {I 


3.16. Odrediti vektor elektromagnetne sile kojom trakasti provodnik širine ) 
_ Hol a o— 2d, sa strujom jačine I, djeluje na pravougaonu konturu, stranica a i b, 

ee = 2b SISAMI); sa jačinom struje l;. Pravougaona kontura leži u simetralnoj ravni 
trakastog provodnika, slika 3.16. Poznato je: IF1O{AJ, B=1(AJ, 


b=2d=2{cm}, a= (43 — 1) {cm). 


i 
B, Po arcet usHt 


slika 3.15.a slika 3.15.b 
Vektor B, i B, su normalni, pa je intenzitet rezultantne sile: | 
B=.JB?+B; = 89 (UT). 
U simetralnoj ravni trakastog provodnika, u kojoj leži pravougaona kontura, 
| vektor magnetne indukcije trakastog provodnika ima pravac paralelan ravni 
! trakastog provodnika, i saglasno usvojenom koordinatnom sistemu sa slike 
3.36.a, i rješenju zadatka 3.15, intenzitet 
I d 
B= i arcte—. 
2ad Z 
slika 3A5.c I I 
Vektor magnetne indukcije ima isti intenzitet u svim tačkama horizontalne 
Iz intenziteta podužne sile moguće je izračuna jačinu struje pravolinijskog. | stranice pravougaone konture. U proizvoljnoj tački donje stranice intenzitet 
provodnika: vektora magnetne indukcije iZposi: 
F | 
F=I,)Boxl,=—=2,25|{4A). | I d I 
B B="? rete St) 
| 2md CO d gd 
Pravac 1 smjer vektora elektromagnenite sile F prikazan je na slici 3.15.c, a MARINMEPMENIE mm I I mu 
ugao koji zaklapa sa x-osom je: U proizvoljnoj tački gornje stranice intenzitet vektora magnetne indukcije je: 
XX Ef —— ' = _ 
Es arap ii" saća. i 2md S a+d 12d 
B.| ' 
| 
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Sila na donju horizontalnu stranicu je: 


B= fali), 


a na gornju stranicu: 


s) (MIL. 
F, = b-k. 
2 jad X 


. Zbog simetrije, sile na vertikalne stranice su istog pravca i intenziteta, a 


suprotnog smjera: 


F=F+E +E+E =E +E, 


4 


24d 
F=+—1,05:-k {uNJ. 


3.17. Kružna strujna kontura poluprečnika a, sa strujom jačine I nalazi se u 


homogenom magnetnom polju indukcije B. Odrediti moment 
elektromagnetnih sila na konturu u odnosu na osu OO' koja prolazi 
kroz njen centar. 


Rješenje: 


Rezultantni moment koji djeluje na strujnu konturu određuje se prema 
izrazu: 


M = $IFx(dIxB)). 


C 
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x 


CI 
goes 


slika 3.17 


Vektor magnetne indukcije B može se predstaviti kao suma vektora B,, 
B, I B, prikazanih na slici 3.17. Integral po konturi C od rx(dxB, 


jednak je nuli jer su momenti na simetrične elemente d/{_1 dl!" istog 


intenziteta, a suprotnog smjera u odnosu na osu OO'. Proizvod {dlxB_ | leži 


u ravni konture i ose OO', pa ne može dati moment u odnosu na tu osu. 


Moment elektromagnentih sila teži da okrene konturu oko ose koja je 
normalna na vektor B. 


Rezultantni moment jednak je: 
M =1$1x{dxB, )=1{rx(dlxB, )= 
C 


| rdz-k=-IBya'n-k. 


C 


y 


C 
=-B,|rdisina-k =-IB 
C 


Intenzitet vektora magnetne indukcije B, je B, = BsinZ(B, i). Izraz za 


rezultantni moment se može napisati u obliku: 
M = 1SXB, 


gdjeje S= a" zi, 
1 - vektor normale na površinu, slika 3. 17. 


Proizvod IS obično se obilježava sa M i naziva magnetni moment strujne 
konture. Moment elektromagnetnih sila nastoji da okrene konturu tako da se 


vektori mm i B poklope. 
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3.18. Odrediti intenzitet vektora magnetne indukcije u tački A sistema sa 
slike 3.18. 


3.19. Odrediti intenzitet vektora magnetne indukcije u tački P za provodnik 
sa strujom jačine | prikazan na slici 3.19. 


slika 3.19 


Rezultat: B, = JE + zn 
T 


3.20. Veoma dugačak pravolinijski provodnik sa stalnom jednosmjernom 


strujom jačine I, savijen je na sredini kao na slici 3.20. Provodnik se 
nalazi u vazduhu. Odrediti: = 
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a) intenzitet vektora magnetne indukcije u tački A nakon savijanja 
provodnika, Dužine a i b su znatno manje od dužine provodnika, 

b) jačinu struje u provodniku, tako da magnetna indukcija u tački A 
bude ista kao i prije savijanja provodnika. 


b 2 
Rezultat: a) Sek 2?) (r| 
"nb a 
b 2 
bI=I 2) |A| 
a 


3.21. Na slici 3.21 je prikazana kvadratna kontura stranice a, sa strujom 
jačine I. Odrediti vektor magnetne indukcije u tački P(a/4,a/2) 


slika 3.21 


Elektromagnetizam = 


t 
+ 
zi 

s 


EZ 


i 


= 
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Ts 3.24. Kroz savijeni, neograničeno dugi provodnik u vazduhu protiče stalna 
Rezultat: B; =—138—klT| jednosmjerna struja jačine I=2{A|, sa smjerom naznačenim na slici 
, 3.24. Ako je a=5O{cm| odrediti intenzitet vektora magnetne indukcije 
| u tački A. 
3.22. Odrediti intenzitet vektora magnetne indukcije u tački A konture sa 
, , slike 3.22. Kroz konturu protiče stalna jednosmjerna struja jačine I, a 
(yt nalazi se u vazduhu. Poluprečnik kružnog dijela konture je a. 


slika 3.22 


Rezultat: B, =, I n+22 (T| 


4a__ T 
slika 3.24 
32 oz savijeni provodnik prikazan na slici 3.23 protiče stalna Rezultat: B, = 1,655 (uT) 
jednosmjerna struja jačine I. Odrediti intenzitet vektora magnetne 


indukcije u tački A. Provodnik se nalazi u vazduhu 


ma 


3.25. Kroz provodnik prikazan na slici 3.25 protiče stalna jednosmjerna 


;) = "; 9) struja jačine I. Provodnik se nalazi u vazduhu. 
Ga | 
I 
G = ) na 
GE SEE Pe SP SENIE E' 
SEN "JAJA, 
GORU 
CG 
| Ho 
slika 3.23 ME 
im "s (s | 
I 2—-1 Be | 
Rezultat: B, = 4, (T| ' 
RT ! 
i slika 3.25 
34 
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Odreduu: 

a) intenzitet vektora magentne indukcije u tački A, 

b) jačinu struje koja treba da teče kroz "ispravljeni" provodnik da bi 
u tački A intenzitet vektora magnetne indukcije ostao Isti. 


Rezultat: a) B, _u BI (T| 


81a 
TE -$, (AJ 


3.26. Odrediti intenzitet vektora magnetne indukcije u tački A koju stvaraju 


struje jačine I, koje teku kroz četiri provodnika raspoređena kao na 
slici 3.26. 


TEZE 
ai 


\ 
N 
N 
\ 
\ 
\ 
JU 
BS , 
x 
A 
N 
NN 
Lu 


A 
AN 
? 


, 
/ 
ww 


4 


slika 3.26 


2I 
Rezultat: B, = u, = 44-}| (T| 
— ma 8 


3.27. Odrediti intenzitet vektora magnetne indukcije u središnjoj tački A 
solenoida kružnog presjeka, poluprečnika R 1 dužine ! koga čine 
cilindar od izolacionog materijala i namotaji koji su gusto i 
ravnomjerno raspoređeni po cilindru, slika 3.27. 
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3.28. Izračunati intenzitet vektora magnetne indukcije na osi ravnog zavojka 
sa strujom jačine LI, načinjenog u obliku jednakostraničnog trougla, u 
tački M na vertikalnom rastojanju z od težišta trougla T, kao na slici 


3.28. Sredina u kojoj se zavojak nalazi je vazduh. 


slika 3.28 
OSU a" l 


Rezultat: B = 


271 127" + a? J3z? Pa" I 


3.29. Oko provodnika u obliku jednakostraničnog trougla stranice dužine 
a=20(cm)J, nalazi se kružni provodnik u istoj ravni kao što je prikazano 
na slici 3.29. Struja kroz kružni provodnik je jačine L=4(A|J i teče u 
naznačenom smjeru. Odrediti smjer i jačinu struje u trougaonom 


Elektromaonetiva rm 


VINOVL: EI ROTEHNIKESZOD i 


O NaLI Kterte 


ego ia Ston sr SEK 


| ProVOdIIKA. tlo u o jultute —  dokćeija u centru kruga 
iznosi Be=52,6- 10%T) i i ima smjer u ravan crteža. 


ma 


slika 3.29 


Rezultat: 1,=3,4 {AJ u smjeru kretanja kazaljke na satu 


3.30. Dva pravolinijska, paralelna, veoma dugačka provodnika sa jačinama 
struja I, =L=| prikazani su na slici 3.30. Rastojanje između provodnika 
je 2a. Permeabilnost vazduha je W, a 1 jedinični vektor sa smjerom 
određenim po pravilu desnog zavrtnja u odnosu na smjer struje I. 
Odrediti izraz za vektor magnetne indukcije B kojeg stvaraju ova dva 


provodnika u nekoj tački prostora M i nacrtati linije magnetne 
indukcije u ravni normalnoj na ose provodnika. 


slika 3.30 


I, 


= I—- {Tr T 
Rezultati Del kUle 2) (TI 
21 T, 
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slika 3.30.a 


3.31. Izračunati vektor elektomagnetne sile kojom neograničeno dugi 

provodnik sa strujom jačine I djeluje na pravougaonu konturu stranica 
a i b, koja leži u istoj ravni kao i provodnik, slika 3.31. Kroz 
pravougaonu konturu protiče stalna struja jačine I'. Rastojanje između 
provodnika 1 bliže strane konture iznosi d. 


= TIb 
Rezultat: F = Ho 


3.32. Odrediti intenzitet elektromagnetne sile po jedinici dužine koja djeluje 
na svaki provodnik na slici 3.32, kao i magnetnu indukciju u tački M, 
ako je I=1000{A|1, a=10{cm)|, b=15(cm| 1 d=S{cm). 


slika 3.32 
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Rezultat: F = 0,2 (N/m} 
.E, = 0333 {N/m}| 
FE, = 0,133 {N/m}| 

B,, =05 {mT| 


3.33. Odrediti mtenzitet_ elektromagnetne sile po jedimici dužine na 
provodnik sa strujom jačine 1, sa slike 3.733 koji se nalazi u blizini 
dvožičnog voda, kroz koga prolče stacionarna struja jačine |. 


I19+-A1_+81, 
a 


3.34. Na dvožičnom vođu dolazi de kratkog spoja kao na slici 334. 


Odrediti imtenzitet elektromagnetne sile koja djeluje na vezu kratkog 
spoja. 


slika 3.34 


Vektor magnetne imdukcije. Bio-Savarov zakom 
EFlektromaemeima ska 
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Rezultat: F= u, a Romi INJ 
ZN 


= 


3.35. Kroz centar kvadratne konture stranice a, sa strujom jačine l; na slici 


335, prolazi neograničeno dugi pravolinijski provodnik sa strujom =. 


jačine I. Odrediti vektor elektromagnetne sile kojom kontura djeluje 
na provodnik. 


slika 335 


Rezultat: £,, = ONI 


Elektron omot 


558 | j o s:222 


Kada 
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Andre-Marie Ampere = (1775-1836), francuski fizičar i matematičar. 
Najznačajniji su njegovi pionirski radovi iz elektromagnetizma. Nakon 
Oerstedova otkrića o djelovanju električne struje na magnetnu iglu 1820, 
utvrdio je da se kružni tok električne struje ponaša kao magnet. Za linearne 
električne struje otkrio je zakon po kojem se dva paralelna provodnika 
međusobno privlače kada kroz njih teku struje istog smjera, a odbijaju ako 
su suprotnog smjera (Amperov zakon). Ovim otkrićem Amper je došao do 
spoznaje da su električne i magnetne pojave neraskidivo povezane i time 
udario temelje elektrodinamici. Kao matematičar proučavao je parcijalne 
diferencijalne jednačine, poznate kao Amperove diferencijalne jednačine. 
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3.2. Magnetni fluks. Amperov zakon 


3.36. Odrediti fluks vektora magnetne indukcije kojeg stvara neograničeno 
dugi, tanki pravolinijski provodnik sa strujom jačine I, kroz 
pravougaonu konturu prikazanu na slici 3.36. 


slika 3.36 slika 3.36.a 


Rješenje: 


Intenzitet magnetne indukcije koju stvara neograničeno dugi, tanki, 


pravolinijski provodnik sa strujom jačine I u nekoj tački na udaljenosti x od 
ose provodnika IiZnOsi: 


Peraje JE 
Pike 


—_— 


Vektor magnetne indukcije je normalan na ravan konture 1 usmjeren u ravan 
crteža. 


Fluks vektora magnetne indukcije B kroz neku površinu S u magnetnom 
polju jednak je sumi skalarnih proizvoda B-dS po površini, gdje 
dS označava vektorski element površine S: 


$=|B-ds. 
MW 


2 . ve . . . 
Kako su elementi dS male površine one zadovoljavaju uslov da je vektor 


magnetne indukcije B u svim tačkama elemenata dS jednak po intenzitetu | 
smjeru, tj. da je magnetno polje homogeno. | 
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Fluks vektora magnetne indukcije, uobičajeno se, kraće naziva magnetni 
fluks, ili samo fluks 1 predstavlja jednu od najvažnijih veličina u 
elektrotehnici. Analiza i proračun svih električnih mašina (električnih 
motora, generatora, transformatora, 1 dr.) bazirana je na fluksu. 


KOG , . 2 . . ME" = 
Jedinica za magnetni fluks je {Tm'}, odnosno izvedena jedinica je veber 
(Wb|) prema naučniku Weberu. 


Magnetni fluks kroz pravougaonu konturu zavisi od magnetne indukcije 


uzrokovane proticanjem struje jačine I kroz pravolinijski provodnik ! 
površine posmatrane konture. 


Na rastojanju x od provodnika moguće je uočiti elementarnu površinu 


pravougaone konture dS, slika 3.36.a. Vektor elementarne površine dS dat 
je izrazom: | 


dS=dSi=b-:dx-A = 


Vektor normale n leži na pravcu koji je normalan na površinu, a smjer mu 
se određuje na jedan od slijedećih načina: 


- — proizvoljno, ukoliko kroz konturu na koju se oslanja površina ne protiče 
struja, 


ukoliko kroz konturu na koju se oslanja površina protiče struja, smjer se 
određuje na osnovu pravila desnog zavrtnja u odnosu na smjer struje, 


za zatvorene površine usmjerenje vektora normale na površinu je ka 
vanjskom prostoru. 


U ovom primjeru kroz konturu ne protiče struja, te je smjer vektora normale 
na površinu odabran u smjeru magnetne indukcije. 


Elementarni fluks kroz uočenu elementarnu površinu je: 
= I 
do = BdS = BdScosO0 = u, — bdx. 
ZNiX 


Ukupni fluks kroz površinu konture je: 


o={a9=|Bdš= | WE. 
b= un (IWb), 
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3.37. Izračunati podužni magnetni fluks koji jedan tanak dvožični vazdušni 
vod sa strujom jačine I stvara kroz drugi, paralelan dvožični vod, 
slika 3.37. Pokazati da pri istoj struji (=) drugi vod stvara Isti toliki 
fluks kroz prvi vod. 


slika 3.37 slika 3.37.a 
Rješenje: 


Ako se pretpostavi da su tragovi provodnika vodova u ravni z=0, koja je 
normalna na pravac prostiranja vodova, slika 3.37.a, tada je podužni 
magnetni fluks koji struja u vodu 1-2 stvara kroz vod 3-4 jednak: 


9' oa $2 
12 h , 
gdje je $;2 fluks koji struja I, voda 1-2 stvara kroz dio voda 3-4 dužine h. 


Fluks koji potiče od struje kroz provodnik | najlakše je izračunati kroz 
površinu koja se oslanja na vod 3-4 i sastoji se od jednog cilindričnog dijela 
poluprečnika ry3, i dužine h, jednog pravougaonika širine (r,a-n3) ! dužine hi 
dva krivolinijska trougla. 


Trag ove površi prikazan je punom linijom na slici 3.37.a. Kako je fluks 
kroz cilindričnu površinu i krivolinijske trouglove jednak nuli, to se ukupan 
fluks svodi na fluks kroz pravougaonik i on iZnosi: 


na 


Pa I I,h_ r 
{', = | BdS= (e ; hdr = u ln 


a - 2TT T;; 


Na analogan način provodnik 2 sa strujom jačine {, stvara fluks: 


! I,h, r 
O, =Wo gn 


Taa 


RE RITTER TER RT OLIJAKI 
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Ukupan podužni fluks kroz vod 3-4 je: 


BL, nr 
b', = 071 ln 14732 , 
ZU SID 


gdje su r;j odgovarajuća rastojanja provodnika. 


Podužni fluks koji struja jačine 1,=I, u vodu 3-4 stvara kroz vod 1-2 dobija 
se jednostavnom zamjenom indeksa u jednačini (1) 1 pošto je rnj=rji to je i 


| 
| 
| 
' 
| 
| 
TE. = ! slika 3.38.a 
b',, = 0-2 In 237 41 P',. " 


fluks: 
ZU (Dulu Magnetni fluks kroz element površine određen sa: 
do = BdS = BridS = B_dS, 
3.38. Vektor magnetne indukcije nekog magnetnog polja mijenja se po 
m = + 2Xx%y - gdje je dS = dx. dz, jer je površina S=a" paralelna xz ravni koordinatnog 
zakonu: B = 2Xy -1+ A7Zx- J = ; k) ; gdje je C dimenziona sistema, i 
Z 
konstanta. Odrediti magnetni fluks $ vektora B kroz površinu Sa == - 2Xx'y - si z. = 
} prikazanu na slici 3.38. " B,=Bn=C)| 2xy:1+42x:J-— ; SO ED AL). 


B, = 4C7x. 


re 


Odavde je elementarni fluks jednak: 


dob = B_dS = 4Cxzdxdz. 


| 
Ukupan fluks kroz površinu S=a" dobija se sumiranjem elementarnih 
flukseva dć: 


a d 


$=|B,dS = (| 4Cxzdxdz -AC| xdx | zdz = Ca" (Wb). 
S 00 0 


0 


slika 3.38 


Rješenje: 
3.39. Dva izolovana ukrštena provodnika sa strujama jačine Ij=10(A| i 
1,=20{A|}, postavljena su kao na slici 3.39. Odrediti količinu 
naelektrisanja 1 smjer, koja će proteći kroz provodnu konturu 


sastavljenu od N=4{zav) podužne otpornosti R'=10{%/m}, ako se ova. 
pomjeri iz položaja A u položaj B. 


Na slici 3.38.a prikazana je elementarna površina dS, kroz koju treba 
odrediti elementarni magnetni fluks do. 


a O Rt 
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slika 3.39 slika 3.39.a 


Rješenje: 


Fluks kroz konturu koji nast 


aje kao posljedica struje jačine I; ne mijenja se u 
oba položaja konture. 


Fluks kroz konturu koji nastaje kao posljedica struje jačine I, zavisi od 
položaja konture. Promjena ovog fluksa iznosi: 


Ab =6,3—06,, po jednom zavojku. 


Fluksevi kroz konturu u položaju A : B su: 


20 Molba dr djlya 
= |BdS=—— |— = ln2 
PA J 2 ke 21 
s-, HMobafd ula 4 
$.,, = | BdS = 
= I 2Tt k ZN 3 


4 
mein?) 
PT. 3 Hol, 


3 
21 daR' gn! 72 7" 9,040511C1. 


Magnetni fluks. Amperov zakon 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


Smjer protekle količine naelektrisanja je kao na slici 3.39.a. 


3.40. Tri paralelna, veoma duga, žičana provodnika imaju položaj kao na 

slici 3.40. Rastojanje između provodnika 1 i2je a=90{cm), između 2 

1 3 je b=75(cm|) i između 3 1 1 je c=5O0{cm). U provodnicima postoje 

vremenski konstantne struje: I=1{A|}, k=3Z{A| 1 z=5{A|. Odrediti: 

a) vektor podužne sile na provodnik 3 (koristiti koordinatni sistem 
sa slike 3.40) | 

b) magnetni fluks od provodnika 2 kroz površinu, oslonjenu na 
vod koji čine provodnici 1 i 3 po jedinici dužine. 


G) 1, 
2 
slika 3.40 
Rješenje: 


a) Provodnik 3 nalazi se u magnetnom polju provodnika | 1 2, čiji su 
intenziteti vektora magnetne indukcije (slika 3.40.a): 


J 
B, SROE 0,4 (T) 
2/IIĆ . 
i 
Hol, 
B= =08I{(T 
1 21b U 


Koristeći koordinatni sistem sa slike 3.40, može se napisati da je: 
B, =-B,sinB- i + B cosB:k 


B, =B,sim;:i + B,cosy:k, 
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2 2_b? 
gdje je: čbsj= = = sel}6} 
Zac 
sin = J1— cos") = 0,83, 
a" +b{-c'" 
COSY = —— = 0,83, 
2ab 


SINY = I—cos'y 0 3); 


I TE 
aje +yY=. 
paj B+y ) 


slika 3.40.a 


Rezultantni vektor magnetne indukcije je: 


B=B,+B, =(B, siny—B, sinB)-i+(B, cos! +B, cosy)-k. 


Polazeći od izraza za silu koja djeluje na element provodnika 3: 
dF=1,dlxB, 
vektor podužne sile na provodnik 3 je prema slici 3.40.a: 


F=L(}xB). 
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Uvrštavajući izraz za magnetnu indukciju u izraz za podužnu silu dobija se: 


F=1,(B, cos + B, cosyY)-i+1,(B, sinB—B, sing) k; 


— 


F'= (3,86 1— 0,54. k) (UN/m|. 
Intenzitet podužne sile je: 
(EF! = 3,9 (UN/m). 


b) Na osnovu zakona o održanju magnetnog fluksa, fluks kroz pravougaonu 
površinu S 1 S' je jednak, slika 3.40.b. 


slika 3.40.b 


—_ 


Koristeći izraz za fluks kroz pravougaonu konturu, 1 zamjenom 
odgovarajućih brojnih vrijednosti, dobija se tražena vrijednost fluksa: 


ul, d j; 
O =0x = = Lay = L110 ' (Wbi. 


3.41. Provodnik sa strujom jačine I, u obliku kruga poluprečnika a, nalazi 


se u homogenom magnetnom polju indukcije B, slika 3.41. Odrediti 
moment elektromagnetnih sila koji u odnosu na osu O-O' djeluje na 
ovaj provodnik. Poznato je: a=10{cm|}, B=|1{T|), I=A4{A|, P=103. 
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slika 3.41 
Rješenje: 


Elementarni rad elektromagnetnih sila pri elementarnoj rotaciji provodnika 
za da, slika 3.41.a, oko ose okretanja je: 


dA. = Mda 


slika 3.4l1.a 


Rad elektromagnetnih sila je: 
dA, = Ido 
dA. = Mda. 


Izjednačavanjem ova dva rada, moment elektromagnentih sila je: 


M=|5==, 
da 
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Fluks kroz provodnik se računa kao: 
b =BS= rna"Bcos(-a) , 


Moment elektromagnetnih sila je: 


M = Ima"B — (cos(—-a))=—Ina"Bsin(-a)= 
(od 


= Ina"Bsin(1—e)= Ina"Bsino, 
M = 10,882-10"{Nm). 


3.42. Dokazati da je fluks kroz zatvorenu površinu bilo kog oblika jednak 
nuli. 


Rješenje: 


Magnetna indukcija u nekoj tački polja koja potiče od bilo kakvog sistema 
struja jednaka je vektorskoj sumi magnetnih indukcija koje stvaraju pojedini 
strujni elementi sistema. Magnetni fluks kroz bilo koju površinu je takođe 
jednak sumi flukseva koje kroz tu površinu stvaraju pojedini strujni elementi 
sistema. Ako- se dokaže da je fluks koji jedan strujni element stvara kroz 
zatvorenu površinu bilo kakvog oblika jednak nuli, slijedi da je magnetni 
fluks kroz zatvorenu površinu uvijek jednak nuli. 


Linije vektora 'B. jednog strujnog elementa su krugovi sa centrima na Osi 
elementa, a intenzitet vektora B je isti u svim tačkama jednog takvog kruga. 
Ako se zamislijjedna tanka kružna tuba, zatvorena sama u sebe, poprečnog 
presjeka dS koji ne mora biti kružni, koju obrazuje skup linija vektora B, 
magnetni fluks je po intenzitetu isti kroz bilo koji presjek takve zamišljene 


tube. Znak fluksa zavisi od orijentacije pozitivne normale na površinu 
presjeka tube. 


slika 3.42 


sa 053 GS 
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Na slici 3.42 prikazana je zamišljena tuba koja prolazi kroz neku zamišljenu 


zatvorenu površinu. Pozitivne normale na zatvorenu površinu usmjerene su 
iz površine ka vanjskom prostoru. Zbog toga su dS, i dS, orijentisane kao 
na slici 3.42, odnosno suma flukseva kroz dS, i dS, jednaka je nuli. Kako 
se cijelo magnetno polje strujnog elementa može podijeliti u ovakve tube, iz 


toga slijedi da je fluks vektora magnetne indukcije jednog strujnog elementa 
jednak nuli kroz bilo koju zatvorenu površinu. Na osnovu ovakve analize 


zaključuje se da je fluks vektora B u opštem slučaju jednak nuli kroz 
zatvorenu površinu bilo kakvog oblika presjeka. Ovaj zaključak se naziva 
zakonom održanja ili zakonom konzervacije magnetnog fluksa. 


Matematički izraz za zakon održanja magnetnog fluksa je: 


$BdS=0. 
S 
Ovaj zakon ima formalnu analogiju sa prvim Kirhofovim zakonom Za 


vremenski konstantne električne struje: 


$jdS=0. 
S 


Ova sličnost se koristi kao osnova za analizu tzv. magnetnih kola. 


Pomoću zakona održanja magnetnog fluksa pokazuje se da je magnetni fluks 
kroz sve površine koje se oslanjaju na istu konturu Isti. 


slika 3.42.a 


Da bi ovo važilo neophodno je uspostaviti vezu između pozitivnog smjera 
duž konture na koju se površina naslanja i usvojenog smjera normale na tu 
površinu. Pozitivan smjer duž zatvorene konture i smjer normale na površinu 
koja se na konturu naslanja moraju za sve površine biti definisani istim 
pravilom, pravilom desnog zavrtnja što je prikazano na slici 3.42.a. 
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Na slici 3.42.b, prikazana je kontura C, koja se nalazi u magnetnom polju. 
Na konturu se naslanjaju dvije površine S; i S;, sa definisanim jediničnim 
vektorima normala n; i n,. Krož površinu S, prolazi fluks $;, a kroz 
površinu S2 prolazi fluks $-, definisani u odnosu na prikazane orijentacije 
normala. Površina S;+S2 predstavlja zatvorenu površinu. Pod uslovom da je 
jedinični vektor normale u svim tačkama takve površine orijentisan vani ( ili 
unutra), magnetni fluks kroz zatvorenu površinu jednak je nuli. Jednični 
vektor N, je orijentisan ka vani, ali TI, nije. Ovo ukazuje da pri primjeni 
zakona održanja magrtetnog fluksa na dijelu površine S; zatvorene površine 
(S,+S2) mora se usvojiti normala — N,. 


slika 3.42.b 


U odnosu na —n, fluks kroz površinu S, je -92, a na osnovu zakona o 
održanju magnetnog fluksa ima se: 


$BdS =0 
S$,+S, 
| BdS + | BdS =0 
S, S; 
ob, _ b, SE 0, 
odakle je: 
o, = b;. 


Kako su S, i S, proizvoljne površine, zaključuje se da je magnetni fluks 
jednak kroz sve površine koje se oslanjaju na istu konturu. Na osnovu ovog 
zaključka, fluks je moguće računati kroz onu površinu za koju je 
izračunavanje fluksa najjednostavnije. 


Pošto magnetni fluks ne zavisi od oblika površine, već samo od konture na 


koju se površina naslanja onda se govori o magnetnom fluksu kroz konturu. 
Pri proračunu se odabire neka površina koja se naslanja na konturu. 
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Pojam fluksa kroz konturu, odnosno fluksa kroz bilo koju površinu koja se 


na konturu naslanja, moguće je koristiti u slučaju bilo kog vektora koji 
zadovoljava izraz zakona održanja magnetnog fluksa. 


3.43. U dugačkom cilindričnom bakarnom provodniku (ucy=w)) kružnog 
poprečnog presjeka poluprečnika a, prikazanog na slici 3.43, 
uspostavljena je stalna jednosmjerna struja gustine J. Smatrajući da je 
struja ravnomjerno raspoređena po poprečnom presjeku provodnika, 
odrediti magnetnu indukciju u provodniku i izvan njega. 


Rješenje: 


_ 


Kod vremenski konstantnih struja vektor gustine struje J zadovoljava 
jednačinu: 


$91-dS=0, = 
S 


što predstavlja prvi Kirhofov zakon. 


Već je naglašeno da je to isto kao zakon održanja magnetnog fluksa, na 


osnovu koga je pokazano da je magnetni fluks isti kroz sve površine koje se 
oslanjaju na istu konturu. 


Zbog ovoga i jačina struje ima istu osobinu, te se može govoriti o jačini 
struje kroz konturu, pri čemu se pod tim podrazumijeva fluks vektora gustine 


struje J kroz bilo koju površinu koja se oslanja na konturu. 


Pozitivna normala na tu površinu, konvencijom, je povezana sa usvojenim 
smjerom duž konture pravilom desnog zavrtnja. 


Vektor magnetne indukcije B struja u vakuumu ima osobinu da je linijski 


integral! vektora B duž zatvorene konture C u magnetnom polju jednak 
ukupnoj struji kroz bilo koju površinu koja se oslanja na tu konturu 
pomnoženoj sa. ug, računajući u odnosu na pozitivnu normalu koja je sa 
izabranim smjerom duž konture povezana pravilom desnog Zzavrtnja. 


Ova osobina vektora B naziva se Amperov zakon (Andrć Marie Ampćre 
1775-1836): | 


$Bdl=}u, 9,1. 
C 


kroz C 
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Kako je struja ravnomjerno raspoređena po poprečnom presjeku provodnika, 
linije magnetnog polja su koncentrični krugovi sa središtem u osi 
provodnika, u ravnima normalnim na osu provodnika. 


Vektor magnetne indukcije B ima isti intenzitet na svim tačkama jedne 
linije magnetnog polja, a smjer mu je određen pravilom desnog zavrtnja u 
odnosu na smjer struje. Ovaj vektor je u svakoj tački kružne linije kolinearan 
sa vektorom dl. 


Primjenom Amperovog zakofa moguće je odrediti magnetnu indukciju u 
tačkama u unutrašnjosti i izvan provodnika. 


Unutar provodnika (r=a) primjenom Amperovog zakona na konturu C;, 
dobija se: 


$B,dl, = u, |Jaš, 
4, 


S, 


slika 3.43 slika 3.43.a 


Intenzitet vektora magnetne indukcije duž linija magnetnog polja ima 
konstantnu vrijednost. Na slici 3.43.a moguće je uočiti da su vektor 


magnetne indukcije B, i vektor d!, u svim tačkama zatvorene konture 
kolinearni. Gustina struje je ravnomjerno raspoređena po površini poprečnog 
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presjeka provodnika i istog je pravca i smjera kao i normala na površinu koja 
se oslanja na zatvorenu konturu G.. 


Gustina struje po poprečnom presjeku provodnika je: 


Na osnovu prethodnog razmatranja, primjenom Amperovog zakona, dobija 
se: 


27 
{ B,d,cos0 =} { JAS,cosO =, _—= ra, 
0 Na 


S, 
odnosno, 


I 
B=}, ma? r. (33) 


U tačkama izvan provodnika (rža) primjenom Amperovog zakona dobija se: 
$ B,dl, =}, 21 i 


Na osnovu prethodnog razmatranja, uz uvažavanje činjenice da površina S, 
oslonjena na konturu C,, obuhvata cjelokupnu struju I dobija se: 


$B,di = ul, 
odnosno 


2TC 
| B,dl,coso =|u,l. 
0 


Dakle, intenzitet magnetne indukcije u tačkama izvan provodnika je: 


Izvedeni izrazi za magnetnu indukciju omogućavaju grafičko predstavljanje 
funkcije magnetne indukcije u odnosu na rastojanje r od ose provodnika, što 
je prikazano na slici 3.43.b. Može se uočiti da magnetna indukcija linearno 
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raste od nultog iznosa u osi provodnika do maksimalne vrijednosti koja 
odgovara tačkama na površini provodnika. | 


B A 


slika 3.43.b 


Intenzitet magnetne indukcije izvan provodnika obrnuto je srazmjeran 
rastojanju r od ose provodnika. 
Može se zaključiti, da je magnetna indukcija koju stvara dugi provodnik 
konačnog presjeka u tačkama izvan provodnika Jednaka magnetnoj indukciji 
koju bi stvorio dugi, tanki, pravolinijski provodnik kroz koji teče ista struja, 
postavljen u osu realnog provodnika. 


3.44.— Na torusu pravougaonog poprečnog presjeka dimenzija prikazanih na 
slici 3.44 nalazi se ravnomjerno i gusto namotano N zavojaka bakarne 
žice, kroz koje protiče stalna jednosmjerna struja jačine I. Jezgro 
torusa. je izgrađeno od materijala magnetne permeabilnosti Mo. 
Odrediti magnetnu indukciju u torusu. 


slika 3.44.a 
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Rješenje: 


Linije magnetnog polja u torusu su koncentrični krugovi sa centrom u osi 


torusa. 


Unutar jezgre torusa vektor magnetne indukci 
magnetnog polja (slika 3.44.a) i ima isti iznos u svim t 


: ačkama jedne linije 
polja. : 


Magnetnu indukciju u torusu moguće je odrediti primjenom Amperovog 


zakona o cirkulaciji vektora B za kružnu konturu poluprečnika r (a£r=b): 


$Bd = u YI, u 34) 


gdje ŽI predstavlja ukupnu stru 
oslonjena na odabranu konturu (slika 3.44.b). 


slika 3.44.,b 


Ukupna struja koja prolazi kroz površinu oslonjenu na odabranu konturu u 
slučaju posmatranog torusa jednaka je struji I uvećanoj N puta, jer svaki 
zavojak za sebe predstavlja strujni provodnik i Jednom prolazi kroz površinu. 
Osobina'električne struje da može prouzrokovati magnetno polje dovodi do 
uvođenja pojma magnetnopobudne ili magnetnomotorne sile, koja je 


proporcionalna struji koja teče kroz kolo. U slučaju torusa, sa N zavojaka 
magnetopobudna sila svih zavojaka je: 


F= NI, 


te uvođenjem ovog iznosa u Amperov zakon, izraz (3.4), dobija se 


VS = Ve 
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$ Bdlcoso =U NI. 
c i 


Magnetna indukcija unutar jezgra torusa iznosi: 


_ NI 
Pa Ho 2ITr u 
U slučaju da je debljina torusa mala, tada ne postoji znatna razlika između 


unutrašnjeg i vanjskog poluprečnika torusa, pa se magnetna indukcija, 
unutar svih tačaka jezgra torusa, može smatrati istog intenziteta. 


U slučaju ravnomjerno i gusto motanog namotaja na torusu, magnetna 


indukcija izvan torusa je praktično zanemarljiva, što se može dokazati 
primjenom Amperovog zakona. 


3.45. Izračunati linijski integral vektora magnetne indukcije pravog 
strujnog provodnika sa strujom jačine I duž konture u obliku 
jednakostraničnog trougla. 

Rješenje: 


U okolini provodnika linije vektora magnetne indukcije su krugovi, slika 
3.45, a intenzitet ovog vektora je: 


I 
BMW 


gdje je r rastojanje od ose provodnika. 


slika 3.45 


Elektromagnetizam |; e 


ES: 


MG bod 


SRI 


ret ruvinE Zbirka zadataka 


Elementarna cirkulacija vektora magnetne indukcije je: 
== J 
Bd! = Bdlcosa = £"— rd0, 
2Ttr 
gdje je dlcosa = rd6. 
Cirkulacija vektora magnetne indukcije duž cijele strane je: 


$Bar= | Hol ug = Lo! 


C/3 -1/3 21 3 
Ukupna cirkulacija vektora magnetne indukcije za prikazanu konturu iZnOsi: 


za silka 
$Bdl =3— = u. 
, 3 


3.46. Odrediti magnetnu indukciju koaksijalnog kabla čiji je poprečni 
presjek prikazan na slici 3.46. Smatrati da je struja ravnomjerno 
raspoređena po poprečnom presjeku pojedinih provodnika kabla. 


slika 3.46 slika3 46% 


Rješenje: — 


Zbog simetrije linije vektora magnetne indukcije su koncentrični krugovi u 
ravnima normalnim na osu kabla, sa centrima na osi kabla, slika 3.46.a. 


Primjenom Amperovog zakona za konturu !;, ima se: | 


$Bdl= u, fJ,ds, 
(ma S 
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I 


gdje je J, = —— gustina struje unutrašnjeg provodnika koaksijalnog kabla. 
a T 


Normala za određivanje fluksa vektora J, kroz površinu S; oslonjenu na 


konturu cirkulacije l; je pravilom desnog zavrtnja vezana sa usvojenim 
smjerom cirkulacije po konturi. Odavde je: 


I 
zarsa B=}, EMU 


Za konturu l; je: 


I 
za a=r=b Deka 


Površinska gustina struje u spoljašnjem provodniku koaksijalnog kabla je 
J a i, pa se cirkulacijom vektora magnetne indukcije duž 
n(c{—b?) 
konture !; dobija: " 
| = I i " = 
£ -=u. —| 1-—-— |. 
Sam Hoom\" c'!-b! 


Izvan koaksijalnog kabla za konturu L, dobija se: 


zaržce B=0. ; 


| SEEN PER 


— _— ——=—-———-ovoaoovro 


O 
DI najenaleT= 


slika 3.46.b 


Na slici 3.46.b data je zavisnost intenziteta vektora magnetne indukcije od 
rastojanja od ose kabla. 
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3.47. U provodniku oblika beskonačno 


poluprečnika R nalazi se šupljina oblika beskonačnog pravog kružnog 
cilindra. Ose provodnika 1 cilindra se ne poklapaju, ali su paralelne i 
na rastojanju b, dok je poluprečnik šupljine jednak a, kao na slici 
3.47. Kroz ovaj provodnik teče struja jačine I, ravnomjerno 
raspoređena po presjeku provodnika. Naći vektor magnetne indukcije 
u šupljini. 


g pravog kružnog cilindra 


slika 3.47 slika 3.47.a 


Rješenje: 
Za određivanje vektora magnetne indukcije u ovom zadatku, potrebno je 
primjeniti princip superpozicije. 


Gustina struje je: 


Oba polja, u cilindrima poluprečnika R | a, na osnovu Am 
mogu se izraziti kao: 


PBd=u, YI, 
U 


perovog zakona 


20rB= u, | J-2mrdr, 
0 
J 
B=pu — 


0 
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U vektorskom obliku: : 


U ovom slučaju, magnetna indukcija u tački M šupljine, slika 3.47.a, 
jednaka je: 


Ako su vektori J i b definisani kao: 
J=|J-k 


b=b-1 - pravac koji spaja centar provodnika i centar šupljine u 
smjeru x-Oose, 


dobija se smjer vektora magnetne indukcije u smjeru y-Ose: 


a Jb -_ 
po bo Ka 
2 


Odnosno, uvrštavanjem izraza za gustinu struje dobija se: 


tj. polje unutar šupljine je homogeno. 


3.48. Kroz aluminijsku cijev dužine {, provučen je tanak, veoma dugačak, 
pravolinijski provodnik sa strujom jačine I, kao na slici 3.48. Odrediti 
fluks kroz stijenku cijevi. 


slika 3.48 


Elektromagenetizam 


NR OI 


u 
) 


VIIYUVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


Rezultat: P=p, ne |wb| 


I 


3.49. Struja jačine I protiče kroz unutrašnji provodnik neograničeno duge 
koaksijalne linije i vraća se kroz vanjski provodnik. Poluprečnik 
unutrašnjeg provodnika je a, a unutrašnji i vanjski poluprečnik 
vanjskog provodnika je.b i c, respektivno, slika 3.49. Odrediti 
magnetnu indukciju B u svim oblastima. 


Rezultat: r=a;o B=}, ; 
2ma 


a£r£b;=2 B=) (T| 
TU 


b=r=cg;3B=|, Il" =) |T| 


2m(c? -b" Y 


Š 


3.50. U veoma dugom pravolinijskom provodniku poluprečnika b nalazi se 
cilindrična šupljina poluprečnika a. Osa cilindrične šupljine 
pomjerena je za rastojanje d od ose provodnika kao na slici 3.50. 
Gustina struje u provodniku je konstantna i iznosi J =J-k. Odrediti 
vektor magnetne indukcije u unutrašnjosti šupljeg cilindra. 


GO TG PA TE ETNO PO S SET 
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slika 3.50 


E JZA. s. a 
Rezultat: Bet (TJ 


3.51. Dat je neograničeno dug pravolinijski provodnik kružnog presjeka, 
poluprečnika a=l{(cm| na slici 3.51. Pod pretpostavkom da je u 
provodniku uspostavljena struja čija se gustina u funkciji rastojanja r 

2 
od ose provodnika mijenja po zakonu J = 2(1— ft" /a2)|A/m |. 


odrediti jačinu magnetnog polja H na rastojanju r=0,5{cm|) od ose 
provodnika. 


slika 3.51 


Rezultat: H = 4,375 (mA/m| 
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3.52. Kroz dva veoma duga pravolinijska provodnika, izolovana jedan od 
drugog, teku u suprotnim smjerovima struje gustine J = 2 |A/cm?|, 
osim u šupljini u kojoj je vazduh, slika 3.52. Odrediti vektor 
magnetnog polja unutar šupljine, ako rastojanje 


izneđu osa 
provodnika iznosi D=4{cm). 


_——— nono - -———---- 


bsssssssTejorC 


= 4aaa=-==na--=-azh—- 


— — — — — d— vm 

-— AH -=- = anno aaa nana 
PINE mog SVO ME aje SP te da 
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slika 3.52 


Rezultat: H = 400 j {A/m|) 


+ 3.53. Tri neograničeno duga pravolinijska provodnika kroz koje protiču 
struje datih jačina postavljena su u vrhove jednakokrakog trougla 

dužine kraka a=10{dm)| kao na slici 3.53. Odrediti: 

a) podužnu silu kojom provodnici (3) i (2) djeluju na provodnik (1). 

b) intenzitet vektora magnetne indukcije u tački M. 

Jačina struje je I=1{A|. 


(ME 
aa a NM 
a da 
£ | NG 
Pa Ho NN 
 MMNE Mg 
(2) (3) 
slika 3.53 


Rezultat: a) F, = 7,211-10 ' {N/m)|; 1 =0,3131 
b) By = LAAI(UT) | 


Magnetni fluks. Amperov zakon 
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3.54. Kroz šuplji bimetalni provodnik cilindričnog oblika, prikazan na slici 
3.54; protiče jednosmjerna struja jačine I. Unutrašnji poluprečnik 
provodnika je R;, poluprečnik granične cilindrične površine je R;, a 
spoljašnji poluprečnik provodnika je R;. Specifična provodnost 
unutrašnjeg sloja je y;, a spoljašnjeg Y,. Primjenom Amperovog 
zakona odrediti magnetnu indukciju unutar i izvan provodnika. 


slika 3.54 
Rezultat: 
IsR,; B, =0 |T| 
R;£rLR, KOE NNDIE =. SMNNA (TI 
MIR =R NHRISR) 
3 2 2 || 
| 
R;LILKR, 
_UI R;-R; r'-R; Ir} 
2 | a (Re R2)H(R2R?) ŽL(R2 -R2)H{R; -R) 
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Wilhelm Weber (1804-1891), njemački fizičar. Njegova naučno-istraživačka 


djelatnost odnosi se na pojave elektriciteta i magnetizma. Zajedno sa K. F. 


Gaussom konstruisao je 1833. prvi telegraf. Razradio je posebnu teoriju o 
magnetizmu, koja se međutim pokazala promašena. Uveo je apsolutni mjerni 


sistem električnih i magnetnih jedinica. Weber i Kohlrausch su mjerenjem 


utvrdili da je odnos jedinice električnog naelektrisanja mjerenog u 


elektrostatičkim i u elektromagnetnim CGS-jedinicama jednak po iznosu i 
dimenziji brzini svjetlosti. 
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3.3. Materijali u magnetnom polju 


3.55. Izračunati orbitni magnetni moment elektrona atoma vodonika, ako 
je poluprečnik - putanje elektrona -a=5,29:10""{m|), naelektrisanje 
e=1,602:10'"{CJ i masa elektrona m.=9,108:10"'{kg). 


Rješenje: 


Uticaj magnetnog polja na materiju je u biti različit od uticaja električnog 
polja, iako se između ta dva uticaja može zapaziti izvjesna formalna sličnost. 
Uticaj magnetnog polja na materiju je rezultat djelovanja magnetnog polja 
na naelektrisane elementarne čestice koje se kreću unutar atoma materije, 
dok djelovanje električnog polja nije vezano za kretanje čestica. 


Atomi materije. sastoje se od teškog, pozitivno naelektrisanog jezgra i 
manjeg ili većeg broja negativno naelektrisanih elektrona koji kruže oko 
jezgra po složenim putanjama. Broj obilazaka elektrona oko jezgra u sekundi 
je izuzetno veliki, pa se svaki takav elektron može posmatrati kao mala 
"elementarna" strujna kontura. Na osnovu toga, svakom elektronu koji se 
kreće oko jezgra atoma može se pridružiti neki magnetni moment. Magnetni 
moment, koji karakteriše kretanje elektrona oko jezgra atoma, naziva se 
orbitni magnetni moment elektrona. 


Pri kretanju elektrona oko jezgra uspostavlja se ravnoteža između Kulonove 
sile koja se javlja između jezgra i elektrona i centrifugalne sile koja djeluje 
na elektron: —— | 


St 


1 e?_ mv 
Ane, a" a 


Odavde se dobija brzina kretanja elektrona oko jezgra: 


e 1 gx|m 
vy =7.J o = 2,9 10 — |. 
. 2 \ Ne,m,a S 


Broj obilazaka elektrona oko jezgra u jednoj sekundi iznosi: 


== = 65810") MEA | 
2 rta —$ 
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Svaki atom sa makroskopske tačke gledišta može se posmatrati kao sistem 
elementarnih strujnih kontura. Elementarne strujne konture se nazivaju | 
Amperove struje. Kao 1 svaka struja 1 Amperova struja je izvor magnetnog 
polja. Ako se materija ne nalazi u stranom magnetnom polju, magnetno polje 
Amperovih struja je primjetno samo u neposrednoj okolini atoma i 
makroskopski se ne može zapaziti. 


Jačina ekvivalentne Amperove struje je: 
I, = ne = 1,06 (mA\. 

Odavde je orbitni magnetni moment jednak: 
m=1,S=1,a'1=9,27-10 ?7|Am!"|. 


Pored orbitnog magnetnog momenta, elektroni imaju i sopstveni magnetni 


moment. Ovaj moment je posljedica okretanja elektrona oko svoje ose i 
naziva se magnetni moment spina. 


Magnetne osobine materije su u neposrednoj vezi sa procesom kretanja i 
obrtanja elementarnih električnih čestica unutar atoma i molekula materije. 
Pod uticajem njihovog kretanja, u atomima i molekulima nastaje 
elementarno magnetno polje, koje je u makroskopskom pogledu definisano 
elementarnom strujnom konturom u vakuumu, odnosno magnetnim 
momentom. Kod paramagnetnih materijala (aluminij, platina, kiseonik, 
vazduh) ukupno polje elementarnih strujnih kontura, pojačava strano 


magnento polje, a kod dijamagnetnih materijala (bizmut, olovo, srebro, 
voda) slabi. 


Magnetne osobine materijala definisane su pomoću relativne magnetne 
permeabilnosti ili magnetne susceptibilnosti. Kod dijamagnetnih materijala 
U£l1 1 vrlo je blisko jedinici, dok je za paramagnetne materijale u,s1. Kod 
obje vrste materijala magnetni efekti su slabo izraženi. Kod paramagnetnih 
materija! = postoji izvjestan broj materijala (gvožđe, nikal, kobalt, 
gadolinijum, disprosijum) kod kojih je uP2100 1 koji imaju poseban značaj 
u elektrotehnici. Ovi materijali se nazivaju feromagnetni materijali, a imaju 
osobinu da se u magnetnom polju intezivno magnetiziraju i značajno utiču 
na magnetno polje u kome se nalaze. u | 
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3.56. U jednom kubnom centimetru nekog materijala nalazi se 10" atoma, 
pri čemu svaki atom ima magnetni moment jednak orbitnom 
magnetnom momentu elektrona atoma vodonika. Odrediti vektor 
magnetizacije i ekvivalenti magnetni moment jednog kubnog 
centimetra tog materijala. Svi elementami magnetni momenti su 
paralelni 1 istog smjera. 


Rješenje: 


Amperove struje su izvor magnetnog polja. Ako se zna magnetno polje za 
elementarnu strujnu konturu, onda sabiranjem svih magnetnih polja 


ekvivalentnih Amperovih struja može se odrediti ukupno polje koje potiču 
od namagentisane materije. 


Za izračunavanje magnetnog polja koje potiče od elementarnih kontura 


unutar male zapremine dV, uvodi se. pojam gustine magnetnih momenata, ili 
vektor magnetizacije M: 


Om), 


M = 


Ukoliko su svi magnetni momenti m struja u zapremini dV isti, i ako je N 
koncentracija elementarnih kontura u zapremini dV onda se vektor 
magnetizacije računa kao: 


Ako je u svim tačkama nekog namagnetisanog tijela vektor magnetizacije 


M istog intenziteta, pravca i smjera tada se za tijelo kaže da je homogeno 
namagnetisano. 


Kako su svi elementarni magnetni momenti u kubnom centimetru datog 
materijala paralelni 1 istog smjera tada veličina vektora magnetizacije IZNOSI: 


M = Nm=9,27-10"{A/ m}. 
Jedan kubni centimetar materijala ima magnetni moment: 


m., = MAV = 9,27-10"{Am!|. 


Elektromagnetizam = 


T 7 
s 
% 


ć 
% 
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Dobijena vrijednost ekvivalentna je magnetnom momentu jednog zavojka 
površine I{cm'"| kroz koji protiče struja jačine 927{AJ. 


3.57. Pokazati da se Amperov zakon može primjeniti i na materijal koji se 
nalazi u magnetnom polju. 


Rješenje: 


Amperov zakon 


dili o Ž 


važi za svaku zamišljenu zatvorenu konturu C, pod uslovom da magnetno 
polje postoji u vakuumu. 


Svaki materijal koji se nalazi u magnetnom polju može se zamisliti u vidu 
velikog broja elementarnih kružnih struja koje se nalaze u vakuumu. Na 
osnovu toga, Amperov zakon može. se primjeniti i u slučaju kada u 
magnetnom polju postoji bilo kakav materijal, pod uslovom da se uzmu u 


obzir sve struje kroz konturu C (1 struje kroz provodnike i elementarne 
struje). 


slika 3.57 slika 3.57.a 


Na slici 3.57, prikazano je neko tijelo koje se nalazi u magnetnom polju. 
Elementarne struje u materijalu su pod uticajem stranog magnetnog -polja 
djelimično orijentisane. Ako se zamisli zatvorena kontura C u magnetnom 
polju, koja prolazi kroz namagnetisani materijal, može se primjetiti da neke 
elementarne struje prolaze dva puta kroz površinu koja je oslonjena na 
konturu C. Jednom prolaze u pozitivnom, a jednom u negativnom smjeru. 
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Ove elementarne kružne struje ne daju rezultantnu struju kroz konturu C. 
Rezultantnu struju ne daju ni kružne struje koje kroz površinu oslonjenu na 
konturu C uopšte ne prolaze. Neke elementarne kružne struje kroz površinu 
oslonjenu na konturu C prolaze samo jednom i te struje se uzimaju u obzir 
na desnoj strani jednačine Amperovog zakona. 


Na slici 3.57.a, Amperove struje 1 i 2 daju kroz površinu koja se oslanja na 
konturu C rezultantnu struju jednaku nuli. Amperova struja 3 ne prolazi kroz 
površinu, te je i njena rezultantna struja jednaka nuli. Amperove struje 4 i 5, 
daju kroz površinu oslonjenu na konturu C svaka struju jačine |. 


Struju različitu od nule kroz površinu oslonjenu na konturu C daju samo one 


elementarne kružne struje kroz koje kontura C prolazi. 


3.58. Odrediti jačinu ukupne struje koja potiče od Amperovih elementarnih 
struja. 


Rješenje: 


Da bi se odredila jačina ukupne struje, potrebno je prvo odrediti kroz koliko 
elementarnih kružnih struja prolazi neka zamišljena kontura C na dužini dl. 


Za svaku kružnu struju neka je poznato: poluprečnik a, površina svake 
strujne konture S, Jačina struje strujne konture {, koncentracija elementarnih 
struja N i magnetni moment m=1S. 


dlcosa 


slika 3.58 slika 3.58.a 
Vektori S i d! zaklapaju ugao G, slika 3.58. 


Na slici 3.58.a pokazano je da kontura C, dužine d!, prolazi kroz sve one 
elementarne struje čiji su centri u kružnom cilindru označenim isprekidanim 


linijama. Osa tog cilindra je element di, 


a poluprečnik je jednak 
poluprečniku elementarne struje a. 


—R S %—}—=— — — —— — — — — — ———— — — — —  ——— —  — ————— — = 
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Na slici 3.58. kontura C prolazi kroz sve elementarne struje čiji se centri 


nalaze unutar kosog cilindra, označenog isprekidanim linijama. Osnova ovog 
cilindra je krug poluprečnika a, a visina je dlcosa. 


Kako je zapremina ovog cilindra jednaka: 
dV = Sdlcosa = Sd, 


odavde kontura C, dužine d!, 


| prolazi kroz NSd! elementarnih kružnih 
struja. i 


Suma Amperovih elementarnih struja materijala u magnetnom polju iznosi: 


(51)  SINŠdI = Nadi = Mdl. 


na 
duzini 


Odavde se vidi da polje kojeg stvara namagnetisana materija zavisi samo od 


proizvoda IS. Zbog toga je povoljnije stanje namagnetisane materije 
iskazati preko magnetskog momenta M, odnosno vektora ma 


M=NmM. 


gnetizacije 


3.59. Pokazati da ukupna jačina struje ne zavisi od međusobnog položaja 
strujnog elementa i površine koja se oslanja na konturu. 


Rješenje: 


dl. 26 


— slika 3,59 slika 3.59.a 


Na slici 3. 59 struja koja prolazi kroz dio površine koja se oslanja na konturu 
C je pozitivna jer je ugao GX između vektora magnetnog momenta m i 
vektora d! manji od 1V2. Na slici 3.59.a struja kroz dio površine koji se 
oslanja na konturu C je negativna jer je ugao 05712. 
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Ukupna jačina struje kroz konturu C, koja potiče od Amperovih 
elementarnih struja jednaka je: 


21, =$Mdl. 
C 


Ukoliko kontura C obuhvata i neke makroskopske struje, a prolazi i kroz 
materijal u magnetnom polju onda je Amperov zakon oblika: 


Ova jednačina predstavlja uopšteni izraz Amperovog zakona, koji važi i 
kada kontura C prolazi kroz materiju koja se nalazi u magnetnom polju. 


Izraz u zagradi predstavlja vektor jačine magnetnog polja H: 
B_-_- 


-M. 
Ho 


H = 


Vektor magnetizacije M (za sve dijamagnetne i paramagnetne materijale) u 
nekoj tački proporcionalan je vektoru magnetne indukcije B u toj tački: 


"M=k:B. 
Ovi materijali nazivaju se linearni materijali. 


Odavde je Amperov zakon u uopštenom obliku jednak: 


$Hd =}. 
d | 


3.60. Odrediti iznos vektora J,, gustine makroskopske rezultante 


Amperovih struja u svim tačkama homogenog namagnetisanog 
materijala. 


Dej 
% ; 
; u 


BG RK) t2551 (SKH EVE | PESESSA EGE) 


mane — WE = = BG 


Rješenje: 


slika 3.60 


Magnetno polje kojeg stvara namagnetisani materijal potiče od orijentisanih 


elementarnih, Amperovih struja unutar materijala. Vektor magnetizacije M 
u nekoj tački proporcionalan je vektoru magnetne indukcije u istoj tački. 
Vektor magnetne indukcije u nekoj tački Je proporcionalan vektoru jačine 
magnetnog polja Hu istoj tački. 

makroskopsko magnetno polje, elem 
ekvivalentnim makroskopskim strujama 


Ako se traži njihovo rezultantno, 
entarne struje se mogu zamjeniti 
koje postoje u vakuumu. 


Magnetne osobine materijala definisane su pomoću relativne magnetne 


permeabilnosti u, ili magnetne suceptibilnosti y,. Veza između magnetne 
suceptibilnosti i magnetne permeabilnosti je: 


BETON 


Posmatra se mala kontura C unutar nama 
materijala u kome nema makroskopskih struja, slika 3.60. Ako je magnetna 


susceptibilnost materijala Xm; tada je veza između vektora magnetizacije i 
vektora jačine magnetnog polja data sa: 


gnetisanog linearnog i homegenog 
M=y Ri. 


Ukupna jačina Amperovih str 


uja kroz konturu C, prema uopštenom 
Amperovom zakonu je: 


21, =fMdl =Xm{ Hdl =0. 
C C 
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Jačina rezultante Amperovih struja kroz bilo koju površinu u homogenom 
namagnetisanom tijelu u kome nema makroskopskih električnih struja 
Jednaka je nuli. Odavde slijedi da je vektor J, gustine makroskopske 


rezultante Amperovih = struja u svim tačkama unutar homogenog 
namagnetisanog tijela jednak nuli. 


3.61. Odrediti. gustinu rezultantnih površinskih = struja po površini 
namagnetisanog tijela, pri čemu su vektori magnetnih momenata _m 
svih elementarnih strujnih.kontura na tom dijelu površine paralelni. 


Rješenje: 


slika 3.61 


Na. slici 3.61 je prikazan dio površine namagnetisanog tijela. Sa slike se vidi 
da je vektor J xx gustine površinske struje normalan na vektor magnetizacije 


— 


Ukupna jačina Amperovih struja kroz pravougaonu konturu AC, sa slike 
3.61, je: 


91, = $Mdl =McosfBAl = MsinaAl. 


kroz AC AC 


Odavde je gustina površinske struje jednaka: 


2I, 


kroz AC ; 
AJ = = Msina. 
Al 
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Gustina površinske re i | 
zultante Amperovih stru; m 
| ) a na . . a ww 
se napisati u vektorskom obliku kao: SR do 


JA =MX. 


362. slala ) ; 
62. Izračunati rezultantu Amperovih struja kroz traku širine. I{mm) na 


površini namagnetisanog tijela. Uzeti da je u ; 
1 v o " u 
milimetru čvrstog tijela broj atoma reda 102". Je u jednom kubnom 


Rješenje: 


Ako je u jednom kubnom milimetru 


u om čvrstog tijela broj 20 
Znači da na dužini od I{mm| ima oko: "= RON PIEdAJO ZNO 


V10"? = 4,65-105 atoma. 


ME sd 


Prema zadatku 3.55, svaki atom mož Si; 

AGA 93, može da se zamisli kao | 
struja jačine mAJ. Uz površinu č i o Jedna elementarna 
na dužini od l{mm| ima oko 4,65-106. 


slika 3.62 


Rezultanta Amperovih struji : 
i I Ja. kroz traku širi mm 
namagnetisanog jezgra je približne jačine: irine 1{mm| na površini 


(D.) og 7 4,65-105-1-10% = 4650 {AJ 


3.63. Izvesti granične uslove koji povezuju komponente vektora B ; H na 


PredrojnoJ površini dvije sredine. Na razdvojnoj površini gustina 
površinskih struja jednaka je nuli (K, =()), 
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Rješenje: 


Pod graničnim uslovima podrazumijevaju se veze koje postoje između 
veličina koje opisuju polje u dvije bliske tačke sa dvije strane površine koja 
razdvaja dvije sredine različitih osobina. 


slika 3.63 | slika 3.63.a_ 


Da bi se odredila veza između tangencijalnih komponenata vektora jačine: X 


magnetnog polja, potrebno je primjeniti uopšteni Amperov zakon. 


Uopšteni Amperov zakon primjenjuje se na zamišljenu malu, pravougaonu. = 


konturu abeceda, čije se dvije stranice A! nalaze jedna u sredini 1, a druga u 


sredini 2, sa visinom AhĐO kao na slici 3.63. Na samoj razdvojnoj površini 


— 


gustina površinskih struja jednaka je nuli, K;=0, tako da primjenom - 


uopštenog Amperovog zakona se dobije granični uslov za tangencijalne 
komponente vektora H: 


H, = H,,. 


U slučaju linearnih sredina vrijede odnosi: 


B 
H, a_n 
U, 
l 
B. 
H,, — , 
H 
odakle slijedi: 
JE 
H, H 


TIH 1 aenmammae ao a" 


STE 


Eg EEG Da 


; 
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Granični uslov za normalne komponente vektora magnetne indukcije dobija 
se ako se primjeni zakon o održanju magnetnog fluksa na pljosnati valjak 
čija visina Ah teži nuli, sa jednom osnovicom u sredini |, a drugom 
osnovicom u sredini 2 kao na slici 3.63.a. Primjenom zakona dobija se 
granični uslov za normalne komponente vektora B: 


Ba = B,, j 
U slučaju linearnih sredina dobije se: 


u H,, = u,H,,. 


slika 3.63.b 


Na osnovu gore izvedenih relacija, a prema slici 3.63.b, dobija se zakon 
prelamanja linija vektora B 


na  razdvojnoj površini materijala 
permeabilnosti u, i u: 


RI i TREE ini EI at POTOM 
— 


3.64. Torusno jezgro od feromagnetnog materijala sa idealiziranom krivom 


prikazano je na slici 3.64. Odrediti intenzitete vektora jačine 
magnetnog polja i vektora magnetizacije u jezgru. Na jezgro je 
namotano N=628  zavojaka žice, kroz koje protiče stalna 
jednosmjerna struja jačine I=1{AJ|. Dimenzije jezgra su a=S{cm|, 
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b=10(cm|, h=S{cm). Konstantne veličine sa krive magnetiziranja 
imaju vrijednosti: Hy=1000{A/m) i Bo=2{T). 


slika 3.64 
Rješenje: 


Primjenom uopštenog Amperovog zakona intenzitet 
magnetnog polja u jezgru iznosi: 


vektora jačine 


NI 


— 


2T1T 
gdje je r rastojanje od ose torusa. 


Maksimalna vrijednost jačine magnetnog polja, za struju jačine {=1I{A|, 
dobija se Za r=a: 


Minimalna vrijednost se dobije za r=b: 


H zo |£| 
NK MG m!| 


Odavde se dobije da je jezgro u svim dijelovima u zasićenju, odnosno da je 
magnetna indukcija iznosa B=2(T|). 


Na osnovu toga dobija se da je vektor magnetizacije konstantan sa 
intenzitetom: 
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3.65. Prav bakarni provodnik kružnog poprečnog presjeka poluprečnika a, 
presvučen je slojem mekog gvožđa debljine d. Kroz takav provodnik 
postoji struja jačine I. Smatrajući da je permeabilnost mekog gvožđa 
približno konstantna i jednaka u, odrediti vektore jačine magnetnog 
polja, magnetne indukcije i magnetizacije u bakarnom i gvozdenom 
dijelu provodnika. Gustina struje u bakru 1 gvožđu je različita. 
Provodnik je prikazan na slici 3.65. 


slika 3.65 


Rješenje: 


Između gustina struja u bakru i gvožđu može se uspostaviti odnos: 


Tu _ Pre 
Je Pocu ' 


gdje su pcu 1 Pre specifična otpornost bakra i gvožđa. 
Ukupna jačina struje izražena preko gustina struja je: 
I= Jena? +J,,n(d? +2ad). 


Gustine struje u pojedinim dijelovima provodnika su: 


I 
Ju = 
, r(d? +2ad)pa, 
MLA SB TG 
I P Fe 
i 
Ji = Jaffa | 
P Fe 


Vektor jačine magnetnog polja H ima samo tangencijalnu komponentu, a 
intenzitet mu zavisi samo. od rastojanja r od ose provodnika. Primjenom 
uopštenog Amperovog zakona dobija se: 
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Za IXa $Hdl = 
C 


gHd! ww" pPE +(r' sa ud 
C 


2r : 
za roa+d 
$ Hdi! =I 
C 
I 
H=—, 
2TI 


Ako se smatra da) je permeabilnost bakra PRORENO jednaka ug, onda je vektor 
magnetne indukcije u bakru: 


zaraxa B=}|,H, 


a intenzitet vektora magnetizacije jednak je nuli. 
U gvožđu je vektor magnetne indukcije jednak: 
Za axrxa+d B=uH. 


Vektor magnetizacije u gvožđu je: 


sa intenzitetom: 


TE I a ja | 
Ho 
1 ima isti pravac i smjer kao vektor magnetnog polja H. 


Flektromaonat:+54- 


"= 
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3.66. Na slici 3.66 prikazan je kratak namotaj sa jezgrom od 
feromagnetnog materijala u obliku pravog valjka kružnog poprečnog 


presjeka. Nacrtati linije vektora magnetne indukcije B, vektora 
jačine magnetnog polja H i vektora magnetizacije M. 


i 

' 

i 

i 
= 
i 

M 

: 
A 
Aa 
7. 
mu 
"E 
MH 


Ld 
ao SE 
RATE 41% x 
SZ 
Gana) 
" 


slika 3.66 slika 3.66.a 
Rješenje: 


Primarno magnetno polje, polje kojeg stvara struja kroz namotaj, kao i 
ukupno polje unutar jezgra je približno homogeno, jer je namotaj kratak. 
Zbog pojednostavljenja proračuna može se smatrati da je ukupno polje 
homogeno. 


Prema graničnom uslovu za normalne komponente vektora magnetne 


indukcije ima se da je intenzitet vektora magnetne indukcije u tačkama A, i 
A, na slici 3.66.a isti, odnosno da je: 


— — 
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lako su vektori magnetne indukcije u tačkama A; i A; jednaki, za vektore 
jačina magnetnog polja u tim tačkama se dobije nejednakost: 


H,x=H,. 


|} 
I) 
z| 


slika 3.66.b slika 3.66.c slika 3.66.d 


Na slici 3.66.b, prikazane su linije vektora magnetne indukcije. One su 
predstavljene zatvorenim linijama, pošto vektor magnetne indukcije potiče 


od struja u namotaju i od elementarnih strujnih kontura koje predstavljaju 
namagnetisano JeZgro. 


Na slici 3.66.c, prikazane su linije vektora jačine magnetnog polja. Linije 
vektora jačine magnetnog polja 1 vektora magnetne indukcije van jezgra su 


= B " 
identične. U jezgru vektor jačine magnetnog pola H=—-M, je po 


0 
intenzitetu manji od intenziteta vektora jačine magnetnog polja izvan jezgra 


— 


H = —. To pokazuje da se linije vektora jačine magnetnog polja H_u 
age 


slučaju magnetnih materijala u polju ne zatvaraju, nego se prekidaju na 
graničnim površinama. 


Na slici 3.66.d, prikazane su linije vektora magnetizacije. Vektor 
magnetizacije postoji samo u jezgru, izvan jezgraje M = 0. 


3.67. Valjak od dielektričnog materijala poluprečnika osnove a i visine h, 
homogeno je naelektrisan gustinom zapreminskog naelektrisanja p. 


Valjak rotira oko svoje ose ugaonom brzinom ww), slika 3.67. Odrediti 
izraz za magnetnu indukciju u središtu jedne osnove valjka. 
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slika 3.67 
Rješenje: 


Pri rotaciji valjka naelektrisanja u njemu se kružno kreću. Pri ovom kretanju 
uspostavlja se stalna kružna jednosmjerna struja. U dijelu valjka 


poluprečnika r£a, debljine dr 1 visine h kao na slici 3.67.a uspostaviće se 
elementarna struja jačine di: 


dI = JdS = pwwrhdr 


slika 3.67.a— | slika 3.67.b 


Indukcija u tački A koju stvara elementarna struja dI, ekvivalentna je 
indukciji koju stvara kratki solenoid visine h u vazduhu, sa ukupnom strujom 
svih zavojaka NI. Ova indukcija jednaka je: 
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UNI 
B= j (cosat, — cost, ). 


Sa slike 3.67.b, je: 


h 


vr? +h? 


cosa, = 0, 


COSG, = 


Elementarna magnetna indukcija u tački A, koju stvara elementarna struja dI 
jednaka je: | 


Ukupna magnetna indukcija je: 


B= (a = | oPS rdr 


2. ArtGh" 


g — Hopoh" +(2) I {(T) 
2 h " 


3.68. Tanko torusno jezgro prikazano na slici 3.68, kvadratnog poprečnog 
presjeka, stranice a=l{cm), poluprečnika srednje linije R=10{cm), 
načinjeno je od materijala čija je idealizirana kriva magnetiziranja 
prikazana na slici 3.68.a. Oko torusa je postavljen namotaj sa N=1000 
zavojaka žice kroz koju protiče struja jačine I=I{A|J. Poslije 
isključenja struje u jezgru je isječen dio tako da je nastao vazdušni 
procjep širine lg=1{mm). Izračunati indukciju na osi ovako dobijenog 
magneta. Magnetno rasipanje zanemariti. 
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slika 3.68 slika 3.68.a 


Rješenje: 
Nakon isključenja struje, primjenom uopštenog Amperovog zakona ima se: 


$Hd =0, 
C 


gdje je kontura C srednja linija torusa. Ova linija ujedno predstavlja i liniju 
vektora jačine magnetnog polja. Rješavanjem ovog integrala dobija se 
jednačina koja predstavlja radnu pravu magneta: 


Hl1+H,l, =0. 


Uz zanemarivanje rasipanja, vektor magnetne indukcije u vazduhu je jednak 
vektoru magnetne indukcije u feromagnetnom jezgru: 


B,=B. 


Veza između magnetne indukcije i magnetnog polja u vazduhu data je 
relacijom: 


B, = u ,H, 


Dovodeći u vezu zadnje tri jednačine, dobija se izraz za radnu pravu 
magneta: 


Honet)= tati 


0 


Presjek radne prave magneta sa krivom magnetiziranja datom na slici 3.68.a, 
u području  razmagnetiziranja daje traženu — indukciju. = Kriva 
razmagnetiziranja prolazi kroz tačke (-2000 {A/m}, 0 (TJ) i (O {A/m|), 1 (T)). 
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Jednačina krive razmagnetiziranja glasi: 


B=(555+ IT) 
-\2000 )"T 


Tačka presjeka radne prave magneta i krive razmagnetiziranja je koordinata 
(-775,4 {A/m|, 0,612(T)). 


Odavde indukcija na os) magneta iZnosi: 


U 


" B=0,612 {(T). 


3.69. Na tanko torusno jezgro sa vazdušnim procjepom, načinjeno od 
feromagnetnog materijala ravnomjerno je namotano N=500 zavojaka 
tanke žice. Kriva magnetiziranja i razmagnetiziranja prikazana je na 
slici 3.69. Površina poprečnog presjeka jezgra IZNOSI S=|{cm{')|, 
dužina srednje linije je l=0,5{m}), a dužina vazdušnog procjepa je 
lj=1{mm). U početnom trenutku jezgro je nenamagnetizirano 1 nema 
struje u namotajima. Zatim se uključi izvor i struja postepeno 
povećava do zasićenja feromagnetnog materijala, nakon čega se 
postepeno smanji na nulu. Izračunati intenzitete vektora magnetne 


indukcije B, vektora jačine magnetnog polja H i vektora 
magnetizacije M u jezgru i procjepu pri uspostavljanju polja, kada 
jačina struje u namotaju dostigne vrijednost I=1{A| 1 poslije 


isključivanja struje. Magnetno rasipanje zanemariti. 


BITI 


-800 0) 500 H{A/m) 
slika 3.69 
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Rješenje: 
Uz zanemarivanje magnetnog rasipanja, primjenom Amperovog zakona i 


zakona o održanju magnetnog fluksa intenziteti vektora magnetne indukcije i 
vektora jačine magnetnog polja zadovoljavaju jednačinu: 


Lo 
Hls==B=NI, 


Ho 
Ova jednačina predstavlja radnu pravu magnetnog kola. 


Kada jednačina struje u namotaju poraste do vrijednosti I=1{A|, jednačina 
radne prave (a) ima oblik: 


0,5H + 796B = 500. 


slika 3.69.a 


Na slici 3.69.a, je ucrtana radna prava na istom dijagramu sa krivom 
magnetiziranja. 


Kriva prvobitnog magnetiziranja se može predstaviti jednačinom: 


Radna prava i kriva prvobitnog magnetiziranja sjeku se u tački 1. Koordinate 
tačke 1 određuju intenzitete vektora jačine magnetnog polja i vektora 
magnetne indukcije u jezgru, kada struja u namotaju pri porastu od 
vrijednosti nula dostigne vrijednost I=1{A|. Koordinate tačke | su: 
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ta zn ZLOBNOV VELA NINO PLIVA LI NN 


H, = _?e =239 = 
Ko kB m 
PTT TG 


u, H 


m 


B, 
B, Sg u = 0,48 {(T). 


m 


Odavde se dobije intenzitet vektora magnetizacije: 


+ 


B, KA 
M, = —-H, = 3797 (|—|. 
" m 


0 
Magnetna indukcija i jačina magnetnog polja u vazdušnom procjepu iznose: 


B,, = B, = 0,48 {T| 


Kada ne bi bilo vazdušnog procjepa, nakon isključenja struje, indukcija u 
jezgru bi imala vrijednost B.=0,8 (T), a jačina magnetnog polja bila bi 
jednaka nuli. Zbog postojanja vazdušnog procjepa, jačina magnetnog polja 1 
indukcija u jezgru imaju vrijednost koje od govaraju koordinatama tačke 2 na 
slici 3.69.a. 


U ovoj tački radna prava (b) je oblika: 
. ), 
-Hl+—B=O0, 
0 
i sječe krivu razmagnetiziranja koja je opisana jednačinom: 
B = H+B 
me HM 


Na osnovu ovoga intenziteti vektora magnetne indukcije, vektora jačine 
magnetnog polja i vektora magnetizacije su: 
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IL EEE DI KVLEHNIKE Zbirka zadataka 


Na I 
Ho _ u l 
H, ; L, Br Se401 HI B, = Ho pe = 0,3 (TI, 
Ho He | 
B kA 
M, = —-H, = 238 H 
Ho mm 
_B kA 


3.70. Na slici 3.70, prikazan je torusni namot 


u aj na jezgru od nehomogenog 
materijala. Unutrašnji sloj jezgra, 


; za axrxb, ima magnetnu 
permeabilnost u, a spoljašnji, za bxrxc, je permeabilnosti 2. 
Odrediti vektor magnetne indukcije u oba sloja. 


JO 
3 au 


u 


slika 3.70 


NI 
Rezultat: za axrxb B= u, = III; = za bare B, = |, = (TJ 
Tr 


3.71. Komad feromagnetnog materijala u obliku pravog valjka prikazan na 


slici 3.71, homogeno je namagnetisan po zapremini, sa vektorom 
magnetizacije M u pravcu ose valjka. Nacrtati linije vektora 
magnetne indukcije B , vektora jačine magnetnog polja H i vekt 


ora 
magnetizacije M u magnetu i izvan njega. | 
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Slika 3:71 
Rezultat: 

)_d4 
\ 

' | 

E H M 
S d 
slika 3.7I.a 


3.72. Tanak kružni _disk od feromagnetnog materijala poluprečnika 
a=2{cm| 1 debljine d=2({mm)| prikazan na slici 3.72, homogeno je 
namagnetisan po svojoj zapremini. Vektor magnetne indukcije B je 
normalan na osnove diska, intenziteta B=0,1{T|. Odrediti intenzitet 


vektora magnetne indukcije na osi diska, na rastojanju r=2{cm| od 
centra diska. 


SLKOJ:I2 


Bda" 


2A(! +a?) 


Rezultat: B, = = 1,77 {mT| 
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3.73. Na torusno jezgro prikazano na slici 3.7 
namotano 628 zavojaka žice. Jačina 
minimalna jačina struje pri kojoj unutrašnji dio jezgra, načinjen od 
materijala (2), potpuno u zasićenju. Kriva magnetiziranja materijala 
prikazana je na slici 3.73.a. Odrediti, u funkciji rastojanja od ose, 
intenzitet vektora jačine magnetnog polja, vektora magnetne 
indukcije i vektora magnetizacije. Poznato je: a=3{cm), b=4{cm), 


c=6(cm), h=l1{cm), H;=2500{A/m)|, H0=3000{A/m|, Bo;=1{T|, 
Bo2=1,6(T). I 


3, ravnomjerno i gusto je 
struje I kroz namotaj je 


slika 3.73 


Rezultat: 
NI 
H=5 daske; IS LDZ|(A) Pe bo tele (cm) 
27r 
| b 
H mai = Ho, = 3000 (A/m|;_ H_, = — Ho = 2000 {A/ m} 


b 
SME = 7 He = 4000 (A / m) 


B NI 
B=B,, Za axrxb M=—-— zaasrsb 
U, 21 
B, NI 
B=By, Za b£rKr. M=—-— Za br, 
Ho = 21r 
B,;, NI B,, - NI 
B=—" — 23 I-KIKC M = Za ISIKC 
Ho; 21r uoHo, 271 


3.74. Izračunati indukciju na osi kvadra 
dijela torusnog jezgra u zadatku 3.68, u tačkama na rastojanju 
Zz=0{cm| i z=1{cm| od ravni pločice. Smatrati da se magnetizacija 
pločice nije promijenila prilikom vađenja iz torusa. 


tne pločice dobijene isjecanjem 
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Rezultat: B,_} = 90 (mT|; B,_, = 10,4 (mT| 


3.75. Koaksijalno sa veoma dugim cilindričnim bakarnim provodnikom, 

poluprečnika a=S{mm), postavljena je cijev, unutrašnjeg poluprečnika 

b=8{mm| i spoljašnjeg c=12({mm). Cijev je od materijala čija je kriva 

magnetiziranja prikazana na. slici 3.75. U provodniku postoji 

prostoperiodična struja i(t)=l,cos314t. Odrediti intenzitete vektora 

H, B i M oko provodnika. Poznato je: L,=81{A|, Ho=400{A/m|), 
Bo=1{T) u trenutku t=0. 


H{A/m) 
slika 3.75 
Rezultat: 
£ £ KA ZarŽ2a; I, = tm = 10 {mm) 
MES mm am 2 SE 2aH; 
1 |A sm Jak 
=—-—= =—|š He) = 22 = 3333 | | 
Mo) 2nb Ma H ( ZNO m 
ia : B=. Sakrere bije će 
PM?! SEEM "2 
Bo kai 
B=B, za b£I£I,; PE one Za I, KIKCOC 
B, I B, )E 
=—--— zabsxrxr; M= —1 Za TSTEĆ 
"= U, 27Tr u,H, 271r 
07 
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Michael Faraday (1791-1867), engleski fizičar i hemičar. Otkrio zakone 
elektromagnetne = indukcije = (1831), zakone — elektrolize — (1853), 
dijamagnetizam, teoriju električnog i magnetnog polja, te zakretanje ravnine 
polarizacije u magnetnom polju (1845) i udario temelje elektromagnetnoj 
teoriji svjetlosti. Poznat je Faradayev kavez u koji se stavljaju osjetljivi 
električni instrumenti da bi se pri mjerenju zaštitili od uticaja okolnih 
električnih sila, jer u unutrašnjosti šupljeg vodiča nema električnog polja. 


Faraday je otkrio da su električna, odnosna magnetna polja, a ne električna 


naelektrisanja ili magnetni polovi, nosioci električnih odnosno magnetnih 
sila što se javljaju u okolini električno nabijenih odnosno magnetiziranih 
tijela. Njegove ideje o električnim i magnetnim poljima matematički je 
razradio Maxwell i na osnovu toga razvio teoriju elektromagnetnih talasa. 


Zaključio je da su i svjetlosni talasi elektromagnetne prirode, što je kasnije 
dokazao Hertz svojim radovima. 
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3.4. Magnetna kola. Elektromagnetna indukcija 


3.76. Na slici 3.76 je prikazano magnetno kolo sa dva namotaja. Kroz prvi 
namotaj N;=200({zav) protiče stalna struja jačine 1,=200{mA|. 
Odrediti jačinu struje I, koja protiče kroz drugi namotaj N2=100{zav| 
tako da u srednjem dijelu magnetnog kola prema naznačenoj normali 
magnetni fluks bude 0=2,56; 107(Wb}. Debljina feromagnetnog 
paketa iznosi 20{mm). Karakteristika feromagnetnog materijala data 


je u tabeli 3.1. Magnetno'rasipanje zanemariti. Dimenzije magnetnog 
kola na slici date su u milimetrima. 


Tabela 3.1 


slika 3.76.a 
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Za dato kolo prema slici 3.76.a mogu se, prema prvom i drugom 
Kirhofovom zakonu za magnetna kola, napisati slijedeće jednačine: 


b+db, +6=0 


(3.6) 
H,l PHl=sN{l, (3.7) 
buli e= NG (3.8) 


Površine poprečnog presjeka i dužina pojedinih dijelova magnetnog kola u 
kojima djeluje isto magnetno polje iznose: 


S=640-10%{m| 1=64:-10%{m}, 
; =320-10+?{m| 1, =144-10%{m|, 


S, =320-10%{m| 1, =144-10%|m), 


-T 


Na osnovu poznatog magnetnog fluksa moguće je odrediti vrijednost 
magnetne indukcije B: 


$=BS= B={=04{r). 


Za izračunatu vrijednost magnetne indukcije B iz karakteristike 


feromagnetnog materijala (tabela 3.1) moguće je utvrditi veličinu magnetnog 
polja H: 


H=65{A/m). 


Na osnovu jednačine (3.7) napisane po drugom Kirhofovom zakonu Za 
magnetna kola, izračunava se veličina magnetnog polja H;: 
H = NA =31 


| —— = 24838 = 249 {A/m). 


I 


Iz tabele 3.1 za izračunato magnetno polje H;, određuje se veličina magnetne 
indukcije B;: 


B1=0,68 (TI. 


Smjer vektora magnetne indukcije B, je suprotan u odnosu na vektor 
normale n, (slika 3.76.a), tako da se fluks b; računa kao: 
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$; =-B,S;=-217,6-10%Wb|). 


Za poznate magnetne flukseve $ i ); moguće je izračunati fluks $2 na osnovu 


jednačine (3.6), napisane po prvom Kirhofovom zakonu za magnetno 
čvorište: 


b, =-b—6, = -0,384:10|Wb|). 


Magnetna indukcija B2 računa se na osnovu poznatog magnetnog fluksa b+: 


$, =-B,S, 2 B, -=-=0,2 Ek 
2 


Vrijednost magnetnog polja H;, određuje se iz tabele 3.1 za poznatu 
magnetnu indukciju B+;;: 


Jačina struje drugog namotaja 1;, određuje se iz jednačine 0G.8): 
H,l, + HI 
I, = TU mu =992 {mA). 


2 


3.77. U vazdušnom zazoru magnetnog kola prikazanog na slici 3.77, 
ostvaren je fluks $=1,08:10"(Wb). Kroz 340 zavoja protiče struja 
jačine 1,8{AJ. Odrediti jačinu magnetnog polja u stubu ispod 
vazdušnog zazora vodeći računa da ni jedan dio magnetnog kola ne 
dođe u zasićenje. Idealizirana kriva magnetiziranja data je na slici 
3.77.a. Debljina feromagnetnog paketa iznosi 10{mm). Dimenzije 
magnetnog kola date su u milimetrima. 


o 
: I 
N a 
10 | 15 | 15 | | 10. H(A/m) 
slika 3.77 slika 3.77.a 


ami 
' ; 


WAS VVLIE 


VNYVVvI ELEKIKOTEHNIKE Zbirka zadataka 


Rješenje: 


slika 3.77.b 


Na osnovu zadatog fluksa dy moguće je odrediti magnetnu indukciju Bo: 


B,=—= —— =0/72T|), 
"S, = 15:10%-10-10% Nu 


kao i jačinu magnetnog polja Hg u vazdušnom zazoru 


B 
H,=— = 5,73-10'{A / m|. 


Ho 


Na osnovu zakona o održanju magnetnog fluksa, fluks u vazdušnom zazoru 
je isti kao i fluks u magnetnom jezgru: 


b,=6 
B,S, = BS. 


Kako površina poprečnog presjeka vazdušnog zazora odgovara površini 
poprečnog presjeka magnetnog stuba (S=Sg), to je i magnetna indukcija 
vazdušnog zazora ista kao 1 magnetna indukcija stuba 


B,=B=0,72 |T|, 


što znači da se taj dio magnetnog kola nalazi u zasićenju. 


Prema uslovu zadatka, ni jedan dio magnetnog kola ne smije biti u zasićenju. 


Na osnovu toga ima se da je maksimalna moguća vrijednost magnetne 
indukcije u tom slučaju: 


B=05 {T|. 
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Drugi Kirhofov zakon za magnetna kola 
O H-I=NI, 
primjenjen na zadato magnetno kolo je: 
H,l; + Hl+H,l, = NI. (9) 

Sa slike 3.77.a, moguće je definisati vezu između magnetne indukcije | 
jačine magnetnog polja. U slučaju kada se kolo ne nalazi u zasićenju 
primjenjujući izraz za opšti oblik jednačine pravca, y(x)=kx+n, moguće je 
napisati 


B(H)=kH +n. 


Odsječak n na B-osi je nula, a koeficijent nagiba pravca k iznosi: 


0,5 
= =——=10". 
k = tga 500 


Iz ovoga slijedi: 
B(H)=kH=10"H = pH. (3.10) 


Ako se izraz (3.9) pomnoži sa magnetnom permeabilnosti materijala u 
dobija se: 


Bl, + Bl{+uH,l, = UNI, 
odnosno 
_ UNI Bl uHoh AD 
l : : A 
Dužine pojedinih dijelova magnetnog kola su: 


lj=10"{m}, 
1=39:10%{m|), 
11=95:10?{(m). 
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Iz izraza (3.11) dobija se B}=0,2051T), a iz izraza (3.10) H;=205{A/m|. 


Za izračunavanje jačine magnetnog polja u dijelu magnentog kola ispod 
vazdušnog zazora potrebno je vratiti se u izraz (3.9), iz kojeg se dobija: 


Nj=B {= R 
H Srem al 00 Am) 


3.78. Forusno jezgro od feromagnetnog materijala ima vazdušni zazor 
dužine l) kao na slici 3.78. Kriva magnetiziranja materijala od kojeg 
Je jezgro napravljeno, data je tabelom 3.2. Odrediti magnetopobudnu 
silu M2 drugog namotaja kako bi u jezgru magnetni fluks iznosio 
$=4-:1071Wb). Zbog magnetnog rasipanja u vazdušnom Zazoru, 
indukcija u zazoru iznosi 90% vrijednosti indukcije u jezgru. Poznato 
je: l=20{cm), 49=2{mm), S=4{cm"}, M;=N;1;=400{Azav| 


Tabela 3.2 


:LBITJ 
"LHIA/mJ 


0,4 | 0,82 


200 


KIR NIU 


240 380 


slika 3.78 


Rješenje: 


Na osnovu poznatog magnetnog fluksa $ u jezgru, moguće je odrediti 
magnetnu indukciju jezgra B: 


B={=1 (7). 
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Na osnovu izračunate magnetne indukcije u jezgru, pomoću tabele 3.2, 
određuje se jačina magnetnog polja u jezgru: 


H=300 {A/ml. 


Na osnovu zakona o održanju magnetnog fluksa, uz uvažavanje magnetnog 


. rasipanja, magnetna indukcija u vazdušnom ZaZOTru IZNOSI: 
J 


. 
Ld 


B, =0,9B=09 {TJ 


Jačina magnetnog polja u vazdušnom ZaZoru IZNOSI: 


B, A 
H,=—=71:10"|—|. 
u m 


0 

Primjenom drugog Kirhofovog zakona na magnetno kolo, može se pisati: 
Hl+H,L =N,I, +N,l,. 

Odavde se određuje magnetopobudna sila M;;: 


M, =N,1, = Hl+H,l,-N,I,, 
M, = 1080 (Azavl. 


3.79. Torusno jezgro sa vazdušnim zazorom, prikazano na slici 3.79, ima 
gusto i ravnomjerno namotanih N=100 zavojaka žice. Kriva 
magnetiziranja materijala data je tabelom 3.3. Poznato je: poprečni 
presjek jezgra S=20{cm"}, dužina zazora l97=0,|{cm| i dužina srednje 
linije l=120{cm)}. Potrebno je odrediti struju u namotaju tako da 
magnetno polje u zazoru iznosi Hy=400(kA/m| i magnetni fluks u 
jezgru kada se u namotaju na torusu uspostavi stalna struja jačine 
I=A{A|. U vazdušnom zazoru zanemariti rasipanje magnetnog polja. 


Tabela 3.3 
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NULE TGEDE 
et SEAN 


ote PLJE AJ Zija 
" kg 
ULLVD 


(EE 


ZA 


eter 
NI 


| NN 


mita 
(20%) 


UDIVUVI ELEKI KULTEHNIKE Zbirka zadataka 


slika 3.79 


Rješenje: 


Na osnovu vrijednosti magnetnog polja u vazdušnom zazoru H1, određuje se 
magnetna indukcija By vazdušnog Zazora: 


B, =u,H, = 0,5 {T|. 


Uz zanemarivanje rasipanja magnetnog polja u vazdušnom  ZaZoru, 
primjenom zakona o održanju magnetnog fluksa ima se da su magnetne 
indukcije magnetnog jezgra i vazdušnog zazora jednake: 


B=B,=055 {T|. 


Za ovu vrijednost magnetne indukcije, iz tabele 3.3 određuje se magnetno 
polje torusnog jezgra H: 


H=130 {A/m|l. 

Primjenom drugog Kirhofovog zakona može se pisati: 
Hl+H,l, = NI, 

odakle je jačina struje kroz namotaj: 


H!+H,l 
I1=——— = 5,56 {A). 
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OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


Za određivanje magnetnog fluksa u magnetnom kolu, pri zadatoj struji | 
broju zavojaka, moguće je napisati jednačinu po drugom Kirhofovom 
zakonu za magnetna kola: 


Hl+H,l, = NI. 


U ovoj jednačini postoje dvije nepoznate: jačina magnetnog polja u 
vazdušnom zazoru H, i jačina magnetnog polja u jezgru. U ovom slučaju 
magnetni fluks ne može se direktno odrediti nego se primjenjuje metoda 
uzastopnog približavanja. I 


Da bi se primjenila ova metoda, u prvom koraku se proizvoljno odabere 
vrijednost magnetnog fluksa. Na osnovu ovako odabranog magnetnog fluksa 
i dimenzija magnetnog kola određuju se magnetne indukcije u pojedinim 
dijelovima magnetnog kola. Iz krive magnetiziranja, na osnovu dobijenih 
magnetnih indukcija odrede se jačine magnetnog polja, a iz jednačine po 
drugom Kirhofovom zakonu za magnetna kola odrede se amperzavojci NI. 
Dobijeni rezultat se razlikuje od zadatog. Zbog toga se postupak ponavlja Za 
druge vrijednosti magnetnog fluksa, dok se ne postigne tražena tačnost. 


Na granici vazduha i magnetnog materijala vrijedi da je usspo, odakle 
slijedi da je: ) 


H,s2H, 


te se može smatrati da je: 


Odavde je približan magnetni fluks u magnetnom kolu: 


| NI sd 
b= BS=D HSS TS = 10-10 "(Wbl). 


0 


Stvarni magnetni fluks $ u magnetnom kolu je manji od približnog 
magnetnog fluksa $p, te je uzastopno približavanje neophodno početi sa 
vrijednosti magnetnog fluksa koji je blizu magnetnog fluksa by. 


U slijedećem koraku pretpostaviti vrijednost magnetnog fluksa 


$1=8:10(WbJ. Iz ove vrijednosti magnetnog fluksa izračunava se magnetna 
indukcija B;: 
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OSN 


OVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


B, = 1 =04 (T). 


Jačina magnetnog polja Koja odgovara ovoj magnetn 


. " OJ : d ee N 
1z krive magnetiziranja, tabela 3.3;: J indukciji određuje se 


H,=120 |AZm|| 
Jačina magnetnog polja u vazdušnom zazoru jednaka je: 


B 
Ho, =—=32-10"{A/m|. 


0 


Na osnovu vrijednosti za H,, Ho, 


I, lb 1 N moguće | SSTE a I 
kroz namotaj: 9 guće je odrediti jačinu struje 


— 


I = Hl+H jih 
|; N 


= 4,64 {A|. 


Kako Jačina struje kroz namotaj ima vrijednost I=4(AJ, neophodno je uzeti 
drugu, smanjenu, vrijednost magnetnog fluksa npr. $,=7:10+(Wb|). 


Istim postupkom određuju se potrebne veličine: 


We =) (TI 
H, =115 {A/m|), 

B, , 
Hx =—=28-:10 |A/m), 

0 
H,A+H_| 

I, = 020 — 
? ) 4,18 {A|. 


I u ovom slučaju dobijena je vrijednost struje koja je veća od struje kroz 
namotaj. Međutim, očigledno je da se ovim postupkom približava zadatoj 
Jacini struje. Zbog toga, u slijedećem koraku potrebno je pretpostaviti 


vrijednost magnetnog fluksa 6:, čiji je uzrok jači ; Se 
zadovoljiti slijedeći odnos. JJ Jačina struje I}=I, koja će 
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= |) 
MM sNE — 6, =6,65:10"(|Wb|. 
b,—6; 1,=1 


Za ovu vrijednost magnetnog fluksa dobija se vrijednost magnetne indukcije: 


B, = MM 0,3325 |T|. 


0 
Iz tabele 3.3, vrijednost magnetnog polja u jezgru je: 


H, =112 {|A/ml). 


Vrijednost magnetnog polja u vazdušnom ZaZoru IZNOSI: 
B!_ 
H} =— = 26,6-10"{A/ml|. 


0 


Na osnovu određenih vrijednosti moguće je izračunati jačinu struje u ovom 
koraku: 


I, 


-HsltHolo _ 4004 |A) 
N 


Ova vrijednost struje je sa velikom tačnošću jednaka struji kroz namotaj, te 
se zaključuje da je magnetni fluks u magnetnom kolu sa dosta velikom 
tačnošću jednak: 


b = 6,65-10+|Wb| 


3.80. Za magnetno kolo prikazano na slici 3.80 poznati su slijedeći podaci: 
lja=lju=80{cm|, = 0,=13=40{cm|, = ljz=lu=20{cm|, = lo;=0,1(cm), 
192=0,01{cm}, S:;2=S,=S,3=S2u=S3=10{cm"), S;=25{cm'"). Magneto- 
pobudna sila prvog namotaja iznos; M;=N;{;=218(Azav), a 
magnetno polje u vazdušnom zazoru dužine lo; je Ho;=240{kA/ml. 
Odrediti vrijednost struje drugog namotaja koji ima N,=100 zavojaka. 
Karakteristika magnetiziranja materijala data je tabelom 3.4. 
Magnetna rasipanja zanemariti. 


Tabela 3.4 
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Hersrebot| 


|(525442%| 
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Š13 
; - 
ST 
u i | 
= = 93 NT 2153 = S 
| Pek "u " 
aaa. = Ea 
Mr "= Gi M2=N,l, 
slika 3.80 


Rješenje: 


Na osnovu poznatog magnetnog polja Ho; u vazdušnom zazoru, određuje se 
magnetna indukcija Bo; u vazdušnom zazoru lo; 


Bo; = Not, = 0,3 TI: 


Uz zanemarivanje magnetnog rasipanja, i primjenom zakona o održanju 
magnetnog fluksa magnetna indukcija B, u Jezgru dužine 1,2 jednaka je: 


B, = Bo, = 0,3 (TI. 


Sa krive magnetiziranja, tabela 3.4, dobij 


e se jačina magnetnog polja 
1 6 3 
) SERNaSmeaC (aa Sep mega 
Ib, KU 164 } 
i ji t Y" 


slika 3.80.a 
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Na slici 3.80.a. definisani su smjerovi magnetnog fluksa u pojedinim 
dijelovima magnetnog kola. 


Na osnovu Beenate magnetne indukcije B; određuje se magnetni fluks £;: 
$, = B,S,, = 3:107|(Wbl). 

Primjenom drugog Kirhofovog zakona na dio magnetnog kola ima se: 
H,b, Hala me NI=M,. 


Odavde se izračunava jačina magnetnog polja H;;: 


_— H,l;, + Hole -M, =330) ZA 
Haso | 
2 


Za ovu vrijednost jačine magnetnog polja iz tabele 3.4, dobija se magnetna 
indukcija B,=0,86(1|. 


Magnetni fluks u ovom dijelu magnetnog kola iznosi: 
b, = B,S, = 8,6. 10—7|Wb). 


Za magnetno čvorište 1, po prvom Kirhofovom zakonu za magnetna kola 
može se pisati: 


6, +9,—-06,,=0. 
Odavde se određuje magnetni fluks 6£;;;: 


b;=9, +0, =11,6:107|Wb). 


Površine S;3 1 S24 su jednake, te slijedi jednakost magnetnih indukcija B;; i 
Bu: 
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Za ovu vrijednost magnetne indukcije jačine magnetnih polja su: 


H,;, = H,, = 470 {A/ m|. 


Magnetna indukcija Bo? u vazdušnom Zazoru dužine 2, jednaka je 
magnetnoj indukciji Ba: 


B,=B; =116 |T|. 


Odavde je magnetno polje Ho, jednako: 


B A 
H,=— = 928-10"|£|. 
u m 


0 


Prema drugom Kirhofovom zakonu za magnetna kola, za srednji dio 
magnetnog kola može se pisati: 


Hal tllala bIlolg tHalyg = yl750 


Odavde se dobija jačina magnetnog polja Hh: 


m 


3 L, 
Odgovarajuća magnetna Kadukćija iz tabele 3.4 je B}=1,34 (T). 
Magnetni fluks $; iznosi: 
$, = B}S, = 13,4-10"|Wb|. 
Primjenom prvog Kirhofovog zakona za KVer 3 dobija se: 
Pu =$9,, +0, = 25:10(Wb). | 
Iz ovog fluksa određuje se magnetna indukcija Bu: 


Da 
B -= = 1 I M 
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Ovoj magnetnoj indukciji odgovara magnetno polje Hx: 
H., = 300 {A/ ml. 


Za krajnji desni dio magnetnog kola, prema drugom Kirhofovom zakonu 
vrijedi: 


H,l+H ly, =N,L, =M;. 
Odavde se dobije tražena jačina struje kroz drugi namotaj: 


H,l,+H_l 
I, EH = 6,1 (AJ. 


2 


3.81. Na jezgro od feromagnetnog materijala namotano je N=628 zavojaka 
žice, kao na slici 3.81. Dimenzije jezgra su u milimetrima. Debljina 
feromagnetnog paketa iznosi 30(mm). Pri stalnoj struji jačine 
I=0,4{A}, = relativna magnetna permeabilnost = feromagnetnog 
materijala iznosi | =700. Odrediti magnetne flukseve u pojedinim 
dijelovima jezgra. Magnetna rasipanja zanemariti. 


10 


10, LS 


| 10,1 25,| 30 25,1 10,| 
slika 3.81 
Rješenje: 
Analogno električno kolo datom magnetnom kolu prikazano je na slici 


3.8l.a. Referentni smjer magnetopobudne sile određen je pravilom desnog 
zavrtnja prema smjeru struje u namotaju. Referentni smjerovi u ovom 


NJ A RK ER re RE RE RER TI Dj 
112? 
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analognom električnom kolu određeni su smjerovima normala na presjeke 
dijelova magnetnog kola definisanim na slici 3.81. U ovom kolu fluksevi 
odgovaraju strujama, magnetopobudna sila NI odgovara elektromotornoj sili. 
Magnetne otpornosti (reluktanse) Ru, Ru, Ri R,o Odgovaraju električnim 
otpornostima. S 


slika 3.81.a 


Za dato kolo moguće je primjenom Kirhofovih zakona napisati jednačine: 


b, +9$,-$b=0 
R u$+R_,$, = NI 
R u$+R st, +R not, +R,;$, = NI. 


Magnetne reluktanse pojedinih dijelova magnetnog kola su: 


ho 0,131 
Ravenu ss == =22510|H''|; 
Hou,S, = 4x-10"7 -700-300-10 
L, 41-10? 
na TGV era ()S TAO |HC 
2" uou,S,; = 4m-10— -700-900-10% Gm 
I, 65-107 
Re U a Sum r zssse ZO (MH 
— uoM,S, = 4m-10" -700-300-10"$ (H"}, 
l -3 
R. =-k__ 10 


-—=26:10"|H"|. 
H,Sg  4rx-10"" -300-10% jd (H"| 


Zamjenom brojnih vrijednosti sistem jednačina napisan primjenom 
Kirhofovih zakona je: 
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O, +P,-6= 0 
0,51:10"$+5:10%6, =250 
0,51-10"$+30,8-10"4, = 250. 


Rješavanjem ovog sistema jednačina po nepoznatim magnetnim fluksevima 
dobijaju se vrijednosti traženih magnetnih flukseva: 


b= 5,2-10"(Wb|, 
$, = 4,491-10"|Wb|, 
b, = 0,709-10"{(Wb)|. 


3.82. Kriva magnetiziranja materijala od kojeg je napravljeno magnetno 
kolo prikazano na slici 3.82, data je tabelom 3.5. U prvom namotaju 
sa N;=115 zavojaka uspostavljena je stalna struja jačine I=8{A|J. 
Odrediti jačinu struje kroz drugi namotaj koji ima N,=100 zavojaka, 
ako je u vazdušnom zazoru dužine lg; uspostavljena magnetna 
indukcija By; intenziteta 1{T) pravca i smjera kao na slici 3.84. 
Poznato je !=40{mm|,  4,=120{mm|,  4=80{mm|, 4b=119{mm)|J, 
la=0,5{mm|,  lp=l1{mm)}, S=50{mm{}, S'=60{mm|. Magnetna 
rasipanja zanemariti. 


Tabela 3.5 
BIT) | 0,2 | 0,4 | 0,68_| 0,8 | 1 | 1,38 |_1,4_| 1,42 


slika 3.82 
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Rješenje: 


slika 3.82.a 


Pretpostavljeni smjerovi struje i vektora jačine magnetnog polja i magnetne 


indukcije u pojedinim dijelovima magnetnog kola-prikazani su na slici 
3.82.a. 


Uz zanemarivanje magnetnog rasipanja, primjenom zakona o održanju 
magnetnog fluksa moguće je napisati slijedeće jednačine: 


B, = Bo, 
B, = Bo; 
B,5S+B,S= B,S'; 


Primjenom drugog Kirhofovog zakona za kolo sa slike 3.82.a moguće je 
napisati dvije jednačine: 


KO teMdo le br Hp rit Nj 
H ReH(zadd saa SAN; SNal8; 


Na osnovu poznate magnetne indukcije B, iz krive magnetiziranja određuje 


se jačina magnetnog polja H;=300{A/m). Kako je B;=Bo;, | jačina magnetnog 
polja u vazdušnom zazoru bg; je: 


Na osnovu ovih vrijednosti izračunava se jačina magnetnog polja H+; 
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RT, ge = 
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_Hl+Hulu = SNi aet HI 
2 


Za ovu vrijednost magnetnog polja iz tabele 3.5 dobija se vrijednost 
magnetne indukcije B,=1,4{T). 


Uz poznate vrijednosti magnetnih indukcija B; i B;, određuje se magnetna 
indukcija B1: 


B, B= 0,68 |T|. 


Za ovu vrijednost magnetne indukcije, iz tabele 3.5 određuje se jačina 
magnetnog polja H}=160(A/m|. 


Magnetna indukcija Bo; u vazdušnom zazoru dužine /9,, prema zakonu o 
održanju magnetnog fluksa jednaka je magnetnoj indukciji B3. Na osnovu 
toga jačina magnetnog polja Ho; je: 


Jačina struje kroz drugi namotaj jednaka je: 


N,I,—-(H,l+H,,l, + H+ H,L) 


==2,63 |A). 
N, (AJ 


3.83. Na slici 3.83 prikazana je kriva magnetiziranja (1) _1 kriva 
razmagnetiziranja (2) _1 obilježena je tačka A koja odgovara 
maksimalnom proizvodu HB tvrdog feromagnetnog materijala. Od 
ovog materijala treba napraviti stalni magnet, sa vazdušnim zazorom 
dužine lj=3{mm|, efektivne površine poprečnog presjeka Sg=S(cm'| i 
indukcijom u zazoru By=0,8(T)|. Potrebno je odrediti približnu dužinu 
i poprečni presjek magneta, u obliku tankog torusa, da se on napravi 
sa najmanje  utrošenog materijala. Odrediti potreban broj 
amperzavojaka NI da se materijal ovog magneta namagnetizira do 
zasićenja, kad se u vazdušni zazor ubaci komad mekog gvožđa čija je 
kriva magnetiziranja prikazana isprekidano na slici 3.83 1 bez 
ubačenog komada. Magnetna rasipanja zanemariti. 
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slika 3.83 


Rješenje: 


Neka je magnet napravljen u obliku tankog torusa, dužine srednje linije lx, 
površine poprečnog presjeka S, kao na slici 3.83.a. 


slika 3.83.a 


Na osnovu zakona o održanju magnetnog fluksa i primjenom Kirhofovih 
zakona vrijedi: 

BS =BaSn 

Hello vile; 


Odavde se mogu odrediti površina magneta S, 1 dužina srednje linije ly: 


B, 
S, SC NGC 


m 


Kako je magnet tanak, njegova zapremina približno iznosi: 
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H,B, 
a Sl, = She. 
HB, 


Iz ovog izraza moguće je uočiti, da će se za pravljenje magneta utrošiti 


najmanje materijala kada je proizvod |H,, |B, najveći. Ovaj proizvod je 
najveći za tačku A, koordinata: 


B, = 0,75 |T}, 
|H,| = 3000 {A/ m|. 


Odavde su optimalne dimenzije magneta: 


l) = 20 l, = 63,7 |cm|, 
= kojHA| 
Die ? 
See Bo Se = 5,33 (em?| 


Napravljeni magnet od zadatog materijala izračunatih dimenzija potrebno je 


namagnetizirati. Ovo se čini pomoću jednosmjerne struje kroz N gusto | 
ravnomjerno namotanih zavojaka. 


Ukoliko se u zazor ubaci komad mekog gvožđa, jednačina prema drugom 
Kirhofovom zakonu glasi: 


H!_+H,l, =(NI),. 


gdje je H jačina polja u magnetu, a H, jačina polja u ubačenom komadu. 


Da bi se dostiglo zasićenje, potrebno je prema slici 3.83 uspostaviti jačinu 
magnetnog polja H=10{kA/m| pri indukciji B=1,25(T). Obzirom da se traži 
približan broj amperzavojaka NI, može se smatrati da je B=B;, pa je sa 
grafika jačina magnetnog polja H, ubačenog komada: 


H, = 500 {A/ m}. 


Na osnovu ovako definisanih vrijednosti magnetnih polja, dobije se potreban 
broj amperzavojaka (NI): 
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(NI), = 6371 {| Azav). 


Ukoliko se magnetiziranje vrši bez komada mekog feromagnetnog materijala 


ubačenog u vazdušni zazor, uz jednakost magnetnih indukcija B=Bo, 
potreban broj amperzavojuaka je: 


B 
(NI), = H!, +— 1, = 9345 {| Azav). 


Ho 


Ubacivanjem komada mekog feromagnetnog materijala u vazdušni ZaZor, 


magnet se pri istom broju zavojaka namagnetizirao pomoću struje manjeg 
intenziteta. 


3.84. Na slici 3.84 prikazana je zavojnica sa N=10 zavojaka tanke žice, koja 
rotira u magnetnom polju konstantnom ugaonom brzinom 
w=314{rad/s). Osa zavojnice normalna je na vektor magnetne 
indukcije intenziteta B=0,8(T). Površina jednog zavojka je S=40{cm'). 
Preko kliznih kontakata na zavojnicu je spojen potrošač otpornosti 
R=10{%9|}. Odrediti promjenu indukovane elektromotorne sile u 
zavojnici u zavisnosti od položaja ravni zavojnice u magnetnom polju. 


slika 3.84 


Rješenje: 
Indukovana elektromotorna sila u zavojnici određuje se na osnovu 


Faradejevog zakona elektromagnetne indukcije (Michael Faraday, 1791- 
1867): 


_ 162} 
e(t) = — 
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Da bi se odredila indukovana elektromotorna sila u zavojnici, neophodno je 
odrediti vremensku promjenu magnetnog fluksa kroz zavojnicu. 


Položaj zavojnice u nekom trenutku t, određen je uglom CX između vektora 


magnetne indukcije B i normale na površinu S zavojnice. Kako se zavojnica 


nalazi u homogenom magnetnom polju fluks kroz jedan zavojak zavojnice 
dat je izrazom: 


9, = BS = BScosa. I 


Ugao a određen je trenutkom posmatranja t i ugaonom brzinom 0: 
A=(0t. 
Odavde je fluks kroz jedan zavojak jednak: 
b, = BScosat = BScos314t = 32. 10% cos31At (Wb). 
Ukupan fluks kroz sve zavojke zavojnice jednak je: 
$= NO, =32-10—cos314t |Wb). 
Odavde je ajekanka elektromotorna sila u zavojnici jednaka: 


e(t)= a va -_ (NBScoswt)= VNBSsinAt,, 
e(t)=10,0485in314t {V|. 


3.85. Namotaj čiji je poprečni presjek prikazan na slici 3.85, sastoji se od 
velikog broja zavojaka N tanke žice. Namotaj se nalazi u homogenom 
magnetnom polju indukcije B=Bsin(Un) čiji je pravac i smjer dat na 
slici 3,85. Izračunati indukovanu elektromotornu silu u namotaju. 
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SLEDI 


slika 3.85 


Rješenje: 


Namotaj se nalazi u homogenom magnetnom polju, tako da svaki zavojak 
obuhvata magnetni fluks iznosa: 


(), = B(DS = ET samu 


Na slici 3.85, u sloju zavojaka poluprečnika r, debljine dr 1 dužine c nalazi se 
broj zavojaka dN: 


cNdr Ndr 


OD 


(b—at ba. 


Magnetni fluks koji je obuhvaćen ovim slojem zavojaka iZnOsi: 
d)=o,dN. 


Ukupan fluks kroz sve zavojke namotaja jednak je: 


b= E = {tan = = B(t)r"mwcosa S " 


= MR ie (a? + ab + b?) (wb) 


Odavde je indukovana elektromotorna sila jednaka: 


db) d/(_ Nrmcosa mE. 
e(tj=-—=— B_ —— {a?" +ab + b? kin— 
Lee? a) Sv (de = bin) 
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ilijeB. Ncosa 


(a? +ab+b" \kos— (V| 
T 


3.86. Na slici 3.86, prikazan je vremenska promjena magnetnog fluksa kroz 
neku konturu.  Odrediti vremensku promjenu  indukovane 
elektromotorne sile u toj kontun. 


0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 


t{s! 
slika 3.86 
Rješenje: 


Indukovana elektromotorna sila u konturi određena je Faradejevim 
zakonom: 


do(t) 


SB 


Na osnovu slike 3.86y vremenska promjena magnetnog fluksa u intervalu 
jednog perioda može se dati slijedećim izrazom: 


- t za 0=5t=0,02 
b(t) = 
| "|-t za 0,02£5t=20,04. 


Primjenjući Faradejev zakon elektromagnetne indukcije za ovu promjenu 
magnetnog  fluksa, dobija se vremenska promjena  indukovane 
elektromotorne sile: 


-1 za 0x£4t=002 


e(t) =- 
1 za 002=£tx0,04. 


Elektromagnetizam 123 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


Na slici 3.86.a prikazana je vremenska promjena indukovane elektromotorne 
sile e(t). 


slika 3.86.a 


3.87. Kroz pravolinijski bakarni provodnik poluprečnika a=1{mm) protiče 
prostoperiodična struja i(t)=lsinot(A|, ravnomjerno raspoređena po 
poprečnom presjeku. Na slici 3.87, prikazan je voltmetar priključen 
između tačaka 1 i 2. Ako je b=0,5{m} i c=0;Ž{m|, izračunati napon na 
koji je priključen voltmetar pri ugaonoj brzini (0=314{rad/s)|. 
Specifična provodnost bakra je 0=5,7:- 10'{S/m). 


1-2 
oB()|OR (V) o 
+ ' S 


Jak Kazana re pe gejate 


slika 3.87 
Rješenje: 
Napon na koji je priključen voltmetar predstavlja razliku potencijala između 


samih krajeva instrumenta (tačke 1' 1 2"), a ne razliku potencijala između 
tačaka 1 i 2 koje predstavljaju krajeve priključnih provodnika. Kako je 


otpornost voltmetra vrlo velika, u njegovim priključnim provodnicima 


postoji zanemarljivo mala struja, odnosno vrijedi: 


— 


J, =olE, +E,)=0, 
gdje su E, vektor jačine električnog polja kojeg stvara nezavisni izvor na 


koji je priključen provodnik, a E, vektor jačine električnog polja koji je 
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uzrokovan promjenljivim magnetnim poljem s obzirom da teče promjenljiva 
struja. Odavde slijedi da je duž ovih provodnika: 


E =-E. 


U bakarnom provodniku protiče struja gustine J: 
(t 
NOT 
a T 
Vektor jačine električnog polja E, jednak je: 
= | dG 
BE,===PE,;s 
G 


Razlika potencijala između krajeva voltmetra je: 


gdje je R otpornost bakarnog provodnika između tačaka | 1 2. 


Putanja koju zatvara bakarni provodnik i priključni krajevi voltmetra može 
se smatrati zatvorenom, jer su tačke 1' 1 2' veoma bliske zbog manjih 
dimenzija voltmetra od dužine priključnih provodnika. Na osnovu ovoga 
drugi integral jednak je indukovanoj elektromotornoj sili u konturi 1'122'1". 


Ako su bakarni provodnik i priključni provodnici u ravni slike, magnetni 


"fluks i indukovana elektromotorna sila u toj konturi jednaki su: 


SNA 


n= a+tc ui 
=|BdS= | — bdr 
u ) k- 2TI a 


s 0095 EP RON  ERO, (o ig ETO 
' dt dt| 21 a 21 a dt 
a OD eg oggljt (V). 

21 a 


UR ae aaa a ta S RE RS MM EN NL A RE 
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Napon na koji je priključen voltmetar jednak je: 


V.—V, =Ri—e; =2,8:10" sin314t +166. 10% cos314t {V). 


3.88. Na slici 3.88, prikazana su tri provodna štapa OA, AC i OD. Štap OD 
rotira oko tačke O u ravni prva dva štapa stalnom ugaonom brzinom 
o), počevši od položaja OB. Otpornost štapa OA je R, a otpornosti 
štapova AC i OD su zanemarljivo male u odnosu na otpornost R. 
Stapovi se nalaze u homogenom magnetnom polju, magnetne 


indukcije B koja je normalna na ravan štapova sa smjerom kao na slici. 


3.88. Odrediti struju kao vremensku funkciju indukovanu u kolu 
OAM. Izračunati njenu vrijednost kada pokretni štap polazi iz 
položaja OB i u trenutku kada stiže u položaj OC. Poznato je: B=1|{T| 


v=4n{rad/s), R=1012), AB = OB = BC =30{cm}, OD = OBJ/2. 


3 


D 
slika 3.88 slika 3.88.a 


Rješenje: 


Površina S, konture OAM, iznosi: 


Magnetni fluks obuhvaćen konturom OAM je: 


— 


me B 
b= BS = BScosO = AB (1+ got). 
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Indukovana elektromotorna sila u konturi OAM je: 
e(1) = MW __BAB d(rigot) BAB__W 
dt 2 dt 2 COSĆ 


Jačina struje koja protiče kroz kolo, prema referentnom smjeru sa slike 
3.88.a, jednaka je: 


. e(t) WVBAB. = od 
i(t) = — = u pe 
R 2R = cos 'wt 


Kada štap OD neposredno napušta položaj OB , 0=0, struja u njemu je: 


— 2 
((G=0)j= -REE =—56,5 {mA). 


Struja u štapu OD u položaju OC, 0=TV4, je: 
i(0=1/4) =—113 {mA|. 


Pretpostavljeni smjer struje je suprotan od stvarnog smjera. 


3.89. Na tankom torusu od kartona dužine srednje linije b i površine 
poprečnog presjeka S, ravnomjerno 1 gusto je namotano po cijelom 
torusu N; zavojaka žice. Kontura sa strujnim generatorom, struje 
i(t)=0,Scos3Z14t{A|, obuhvata torus N;, puta kao na slici 3.89. Odrediti 
izraz za napon između krajeva otvorenog namotaja N-. Poznato je: 
N1;=20 zavojaka, N7;=200 zavojaka, b=40{cm), S=2{(cm'). 


slika 3.89 
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Rješenje: 


Promjenljiva = struja 1 strujnog = generatora, prouzrokuje 


indukovanu 
elektromotornu silu e,; u namotaju N,;;: 


MERETU 


Magnetni fluks $;2, predstavlja fluks indukcije B, kroz površinu zavojaka 
namotaja N;. Magnetna indukcija B;, potiče od struje strujnog generatora. 
Magnetna indukcija i magnetni fluks jednaki su: 


N,i 
B, Sl 

= N,N,S 
$),(t)=N,B}S=N,B Scosn=-|, ra i. 


Indukovana elektromotorna sila između krajeva otvorenog namotaja N, je: 


_—d6;,; _HU N,N,S d(l,,Cosot) _H N,N,SAl,, 


€ sb = sinoot.. 
dt b dt b. 


Kako je električna otpornost namotaja zanemarljiva, napon između krajeva 
a 1 b jednak je: 


—_— —_— m ; 


u, = 235,55in314t |uV}. 


3.90. Veoma dugačak provodnik i torus kvadratnog presjeka prikazani su na 
slici 3.90. Kroz pravolinijski provodnik protiče struja jačine I=10{A|. 
Torus ima N=1000 zavojaka, a njegova otpornost sa kratko spojenim 
krajevima je R=5{%2). Odrediti proteklu količinu naelektrisanja kroz 


namotaj torusa zbog prestanka proticanja struje jačine I kroz 
pravolinijski provodnik. Poznato je: a=b=5{cm). 
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slika 3.90 


Rješenje: 


Fluks magnetne indukcije B koja potiče od struje jačine I u pravolinijskom 


provodniku, kroz žavojke torusa je: 


b 
MEN IN aN, a+b_ alN 2a 
$,2 = | JJ ao PE = Wo n— 


+ al! 
= —=6|}|}; 
PP, =, 27 


Prestankom proticanja struje jačine I kroz pravolinijski provodnik, magnetni 
fluks kroz zavojke torusa jednak je: 


Količina naelektrisanja O, koja protekne kroz namotaj torusa kao posljedica 
promjene magnetnog fluksa je: 


— 


o=—4t__ tn dm_ in 
R — R R 2NR 


Flebtrnuma nmnoat-- ma 


A u" $a -—- _——" Kao EC ije A regije? ge U Mi eu 
(See | ti 0-G| EšžI Bo XEZ) (S Tak $ 


-— 


Ea (EGSUg GB 


1C3 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


3.91. Odrediti broj zavoja namotaja N; ako je poznato I;=1,2{A|, I=|1(AJ, 
N;=100 zavojaka, a magnetna indukcija u vazdušnom zazoru iZnOsi 
Bo=0,45{T). Karakteristika feromagnetnog materijala data je tabelom 
3.6. Dimenzije magetnog kola na slici 3.91 date su u milimetrima. 
Magnetna rasipanja zanemariti. 


slika 3.91 


| 
—990—| 1962 | 2800 | 


Rezultat: N3=50|{zav| 


H{A/m| 


3.92. Odrediti potrebnu dužinu vazdušnog zazora ako je N;=120 zavojaka, 
2N2=2-80 zavojaka, I;=2({A|, L=1(A|. U dijelu magnetnog kola na 
slici 3.92 u kome se nalaze namotaji sa N; zavoja treba ostvariti 
magnetnu indukciju B=0,25{T|)|. Dimenzije magnetnog kola date su u 
milimetrima. Debljina feromagnetnog paketa iznosi 20(mm). Kriva 
magnetiziranja data je tabelom 3.7. Magnetna rasipanja zanemariti. 


Tabela 3.7 
BIT) | 0,25 | 0,45 | 0,65_| 0,80 | 0,87 | 0,90_ | 1,10 | 
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slika 3.92 


Rezultat: 16=0,386-10" {m| 


3.93. Kružno magnetno jezgro relativne magnetne peremabilnosti }H4=3000 
dato na slici 3.93, ima srednji poluprečnik R=80{mm| {1 kružni 
poprečni presjek poluprečnika r=25{mm). Širina vazdušnog zazora je 
l=3{mm|. Struja protiče kroz 500 zavojaka 1 stvara fluks od 
10?(Wbl). Koristeći srednju dužinu puta kroz magnetno kolo odrediti: 
a) magnetnu indukciju i jačinu magnetnog polja u svim dijelovima 

magnetnog kola 
b) jačinu struje kroz namotaj. 
Magnetna rasipanja zanemariti. 


Im me 


slika 3.93 


Rezultat: a) Bo=B1=5,09-10"{T) 
Hx=4,05-10{A/m); H;=1,35LA/m) 
b) 1=25,6 (mAJ 
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3.94. Odrediu struju jačine 1; ako je N3=100 zavojaka, IN;=10(Azav), 3.96. Za magnetno kolo na slici 3-% odrediti fluks a JA Sa 
indukcija u vazdušnom zazoru Bo=O{TJ, a debljina paketa li=l,=20{cm)}, S;=S;=S{cm'} i %1=0,12{mWb}|.  Idealizir 


! ; : " mm izirani i ici J etna rasipanja zanemariti. 
feromagnetnog materijala 20({mm). Dimenzije magnetnog kola na slici magnetiziranja data je na slici 3.96.a. Magn panj | 
3.94 date su u milimetrima. Karakteristika feromagnetnog materijala 


data je tabelom 3.8. Primjeniti zakon o održanju magnetnog fluksa. 


slika 3.96 


10 | 10 20 20 20 


slika 3.94 


= 


Tabela 3.8 


BIT) | 0,25 | 0,60 | 0,95 | 1,20 | 1,50 | 1,75 | 1,90 


Rezultat: 1=28 {A| 


ai o (I , 
Pe Kup rez 
š vere 
Pe {I RG 


/ ama 530 
3.95. Na feromagnetnom jezgru datom na slici 3.95 namotano je N=300 
zavojaka žice. Ako je idealizirana kriva magnetiziranja data na slici 
3.95.a, odrediti fluks kroz jezgru, te jačinu magnetnog polja u 
pojedinim dijelovima jezgre. Struja jačine I kroz namotaj iZnOSsi 
L2{A}). Dimenzije jezgre date su u milimetrima. 


slika 3.96.a 


Rezultat: $2=0,42 (mWb) 


4 3.97. Odrediti maksimalnu vrijednost jačine struje I, drugog namotaja tako 
= da ni jedan dio magnetnog kola na slici 3.97 ne dođe u zasičenje. 
Idealizirana kriva magnetiziranja data je na slici 3.97.a. Dimenzije 
N = magnetnog kola date su u milimetrima. 
(ep. 
B(T) 
PLNAPM MC SK 10 
slika 3.95 — slika 3.95.a 


Rezultat: b=130 {(uWb| 


NOLNOL 20 110,10, 500 tam). | 
H;=3340,35 (A/m); H;}=1066,67 (A/m) S" slika 3 07 | 


| 

| 

\ 

| 

| 

"= H {A/m| 

| 

\ 

| 
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Rezultat: =1,5 {AJ 


3.98. Koliko je potrebno amperzavojaka drugog namotaja da bi magnetna 
indukcija u vazdušnom zazoru iznosila Boy=0,5({T) sa naznačenim 


smjerom vektora B,;. Kroz 1000 zavojaka prvog namotaja protiče 


struja jačine 2{AJ. Magnetno kolo i idealizirana kriva magnetiziranja 
dati su na slikama 3.98 i 3.98.a, respektivno. Debljina feromagnetnog 
paketa iznosi 20({mm). Dimenzije magnetnog kola date su u 
milimetrima. Magnetna rasipanja zanemariti. 


10,1 10,4) 10 LI1S5,, 20 | 1000 H (A/m} 
slika 3.98 Re JEA "slika 3.98.a 


Rezultat: N21=1354,162 (Azav) 


3.99. Na slici 3.99, prikazan je pravougaoni zavojak koji obuhvata veoma 
dug solenoid poluprečnika R sa prostopetiodičnom strujom 
(t)=lmcoswt(A|. Solenoid ima N' zavojaka po jedinici dužine. 
Izračunati elektromotornu silu indukovanu u cijelom pravougaonom 
zavojku i u stranici a. | 


slika 3.99 
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! = ZSZEZ ŽROKEVE osi 
Rezultat: e(tf) = u ,NYVR"N I, Sint |V| 


: b 
2) 1 — 2arctg — 
e,(t) = U NWR{N'T, e A sinot (VJ) 
: TI 


3.100.Tanak metalni prsten, poluprečnika a i specifične provodnosti OG, 
nalazi se blizu jednog kraja solenoida kao što je prikazano na slici 
3.100.U namotaju solenoida uspostavljena je prostoperiodična struja 
i(tj=lxcoswt(A).  Pretpostavljajući da je magnetna indukcija 
prostoperiodična funkcija vremena, odrediti izraz za indukovanu 
elektromotornu silu međusobne indukcije. 


slika 3.100 


+ 


Rezultat: e(t) = a"nB sinot (VI 


3.101.U vrlo dugačkom solenoidu, sa jednim slojem ravnomjerno 1 gusto 
namotane žice, sa podužnom gustinom zavojaka v, u vazduhu, nalazi 
se kruta, kvadratna provodna kontura stranice a, prikazana na slici 
3.101. Kontura se okreće oko ose OO' sa stalnom ugaonom brzinom 
a. U namotaju solenoida uspostavljena je struja i(t)=Lycoswt(A |. 
Odrediti izraz za indukovanu elektromotornu silu u kvadratnoj konturi 


kada je ugaona brzina okretanja kola jednaka kružnoj učestanosti 
struje. 
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= 
ima 
ka, 


slika 3.101 


a"v 
Rezultat: e(t)=u, — I sin20t (V) 
80 


3.102.U homogenom magnetnom polju indukcije B=0,2{mT|, nalazi se 
ravno kolo, prikazano na slici 3.102.  Odrediti indukovanu 
elektromotornu silu u ovom kolu, ako ono rotira oko stranice 
a=10{cm). Kraća stranica je b=S{cm). 


slika 3.102 


wb? 
Rezultat: e= B 


=2,5-10+}V| 


3.103.U veoma dugom cilindričnom provodniku, kružnog poprečnog 
presjeka, poluprečnika a=1!{cm), postoji stalna struja nepoznate jačine 
I. Za mjerenje ove jačine struje koristi se probni zavojak, kao da slici 
3.103, načinjen od žice specifične otpornosti Pp=100-10 (S2m), 
poprečnog presjeka S=l{mm"). Otpornost u kolu balističkog 
galvanometra iznosi Rga=20{$2). Ako pri isključenju struje kroz 
balistički galvanometar, u odnosu na zadani referentni smjer r;, 
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protekne naelektrisanje O=0,S({mC), izračunati nepoznatu jačinu 
struje. Dimenzije su u metrima. 


slika 3.103 
2NOR 
s Peta zi UJTA NRA 
Rezultat a+01+025 IkAJ 
Holn———— 
a+0,.1 


3.104.U blizini tankog, vrlo dugog solenoida, poluprečnika R=1{cm|, sa N'= 
2000 zavojaka po metru dužine, nalazi se provodan zavojak u vidu 
pravouglog trougla, kateta a=b=S{cm), kao na slici 3.104. Kroz 
\namotaje solenoida protiče prostoperiodična struja 
i(t)j=200cos100t{mA|). — Izračunati ukupnu  elektromotornu — silu 


indukovanu u trougaonom zavojku i pojedine elektromotorne sile 
indukovane u katetama a i b i hipotenuzi c. 


(Ka 


slika 3.104 


Rezultat: e,, =0 {V|; e, =0,45in100t_ {uV|; 
e, =0 (V|; e, = -0,4sin100t {uV} 


pe — CO 
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3.5. Induktivnost i međusobna induktivnost 


3.105.Odrediti međusobnu induktivnost neograničeno dugog pravolinijskog 
i provodnika sa strujom jačine I, i trougaone konture sa strujom jačine 
1. Međusobni položaj i dimenzije date su na slici 3.105. 


slika 3.105 slika 3.105.a 


Rješenje: 


Po definiciji magnetna induktivnost između dva sistema određuje se kao 


BZK 
BD 
= 


| MS | (3.12) 


li 


o 
NN 


i Maje (3.13) 


Međusobna induktivnost zavisi od oblika i dimenzija dvaju sistema, 


njihovog međusobnog položaja i od magnetne permeabilnosti sredine. 
Joseph Henry (1797-1878), američki fizičar. Postavio temelje za primjenu 


| 

elektromagnetizma u tehnici i industriji J ji vež 
iji. Otkrio zakone koji vežu | Ž i AT ', I . I 

elektromotornu silu baterije i rezistenciju magneta, a zolieodijem Saab smjerovima Za struju i fluks uvijek pozitivne, međusobne induktivnosti mogu 
svirku dobio prve jake elektromagnete primjenljive u telegrafiji. Prvi je biti l pozitivne 1 negativne, što zavisi od izbora referentnog smjera za struje u 
upotrijebio zemlju kao povratni vodič. 1829. sagradio prvi električni motor s pojedinim elementima (konturama ili kolima) sistema. 
= 
| 


Za razliku od induktivnosti L, koje su pri usaglašenim referentnim 


automatskim mijenjanjem polariteta, a 1833. objavio zakone transformatora. | 
Henry je otkrio samoindukciju istovremeno kao Faraday elektromagnetnu Prema Faradejevom zakonu elektromagnetne indukcije, kada su struje kroz 
indukciju. Njegovim imenom je nazvana jedinica induktiviteta. " \ konture sistema promjenljive u vremenu, ima se: 


= mm RM 1 
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| USNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 
———— NOV! ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 
U dOL(I di (t 
e.(r)=— $;, ZENIE Y' () 


di dt 


do,,(r) 
e,(t)= = "= ko Sa 


9, 


Za međusobne induktivnosti vrijedi M;2=M,=M. 


Međusobna induktivnost je veoma važna karakteristika dva induktivno 
spregnuta kola. 


Relacija (3.12), odnosno (3.13), je vrlo važna relacija, po karakteru slična 
teoremi reciprociteta za električna kola sa jednosmjernim strujama i ima 
raznovrsne primjene. = Najdirektnija_ je za određivanje međusobne 
induktivnosti. Nekada je kod rješavanja praktičnih problema jednostavnije 
odrediti fluks $2;, nego fluks 6,;,, tj. lakše je izračunati M,; od M_,. Zbog 


jednakosti međusobne induktivnosti M;,=M+;=M svejedno je koja se od ove 
dvije međusobne induktivnosti izračunava. | 


—_ 


U zadanom primjeru fluks ;,, predstavlja fluks koji uzrokovan proticanjem 
struje jačine I, prolazi kroz trougaonu konturu. 


Fluks kroz elementarnu površinu trougaone konture dS dat je izrazom: 
d)=B|dS= B;,dScosO = B \hdx. 


Na udaljenosti x od provodnika sa str 


ujom jačine I;, magnetna indukcija ima 
Intenzitet: 


I, 
B, Men. 


Visina h, uočene elementarne površine dS (slika 3.105.a), određuje se na 


osnovu sličnosti većeg trougla kateta a i a, sa manjim trouglom kateta h i 
X-a, kao: 


Ukupni fluks iznosi: 


Ob; -Na=|""! (x—a)dx, 


271X 
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odnosno: 


Mit) In2) 
= —— — {NN E 


Na osnovu (3.12), međusobna induktivnost je: 


Ma 
——( 


b,, 
Me a 2 


1— In2) {H1. 


3.106.Odrediti međusobnu induktivnost veoma dugog pravolinijskog 
provodnika i provodnika oblika pravougaonika, koji se nalaze u istoj 
ravni u vazduhu, kao na slici 3.106. 


Ho 


slika 3.106 slika 3.106.a 
Rješenje: 


Međusobna induktivnost pravolinijskog provodnika i provodnika u obliku 
pravougaonika određuje se na osnovu IZraZa: 


Da bi se odredila međusobna induktivnost potrebno je pretpostaviti struje 
kroz provodnike. Kroz pravolinijski provodnik je pretpostavljena struja 
jačine I;, a kroz pravougaoni provodnik je pretpostavljena struja jačine L 
smjerova kao na slici 3.106.a. 
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Struja jačine |, predstavlja struju koja protiče Kroz pravolinijski provodnik. 


Ova struja stvara magnetnu indukciju B, na mjestu pravougaone konture sa 


smjerom kao na slici 3.706.b. Intenzitet magnetne indukcije B, jednak je: 


slika 3.106.b 


indukcije B;, kroz površinu oslonjenu na 
pravougaonu konturu je: |! 


b 
O, = |B,dS = |B,dscosZ{B,,})=— Ž02pp2. 


Orijentacija vektora normale na površinu dS, prema slici 3.106.b, je 
određena na osnovu smjera jačine struje I, kroz pravougaoni provodnik. 


Međusobna induktivnost jednaka JE: 


h 
M,, - 92 __Moh,,b |H|. 
I, 2n a 


3.107.Odrediti međusobnu induktivnost feromagnetnog torusnog jezgra 
namotanog sa N; ravnomjerno i gusto namotanih zavojaka Žice. 


Pretpostavka je da kroz jezgro prolazi N, puta provodnik proizvoljnog 
oblika, što je prikazano na slici 3.107. 
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slika 3.107 


Rješenje: 


Za izračunavanje međusobne induktivnosti u ovom zadatku, koristi se 
relacija (3.12) 


gdje je $;2 fluks kroz presjek jezgra kada kroz namotaj na torusu postoji 
struja jačine £.;. 


Intenzitet vektora magnetne indukcije B, u torusu (afr=b), koja potiče 
usljed proticanja struje jačine I; kroz namotaje torusa N,, jednak je: 


B, = u 
USP je 


gdje r predstavlja rastojanje od ose torusa. 


Magnetni fluks $ kroz poprečni presjek torusa, za izabrani smjer normale po 


pravilu desnog zavrtnja vezan je za smjer proticanja struje jačine |\, je: 


b 
--_TUN,I, ga NAM, 
me) = hdrcos = i 


Kako su Zavojci gusto i ravnomjerno namotani, to su linije magnetne 
indukcije skoncetrisane u jezgru torusa. Fluks vektora magnetne indukcije 


St TER TR TE 
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B, kroz svaki zavojak provodnika koji obuhvata torus, u odnosu na izabrani 
smjer obilaženja zavojka, slika 3.107, 


jednak je fluksu kroz poprečni presjek 
torusa. Odavde je magnetni fluks kroz zavojke N, koji potiče od struje jačine 
{, jednak: 


Ako se znaju brojni podaci Za torus i broj N2 koj 


drugi provodnik provučen kroz jezgro, onda 
međusobna induktivnost M;.. 


i pokazuje koliko je puta 
se tačno može odrediti 


može se smatrati da je 
aju indukuje elektromotorna sila: 


di, (t) 
21 TG 


dt 


e(t)= -M 


čija se amplituda može tačno izmjeriti voltmetrom. 


Na ovom principu rade (tzv. 


mjerni transformatori, koji se koriste za 
mjerenje struje. 


3.108.U blizini neograničeno dugo 


$, pravolinijskog provodnika nalazi se 
provodna kontura sa N=10 


zavojaka, kao što je prikazano na slici 
3.108. Otpornost konture IZNOSI R=1,6(%/zav). Nakon isključenja 
struje pravolinijskog provodnika I=80{A|, kroz konturu je protekla 


količina naelektrisanja O=20{1uC|. Odrediti međusobnu induktivnost 
pravolinijskog provodnika | provodne konture. 
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slika 3.108 


, 


Rješenje: 


ISanj ja J nutku 
Na osnovu poznate količine naelektrisanja, koja je protekla u tre 


DE i će je 
prestanka proticanja struje jačine I pravolinijskog provodnika, moguće J 


odrediti promjenu magnetnog fluksa Ao, kroz provodnu konturu: 
A) =-ONR =-320 {|uWb). 


Promjena magnetnog fluksa je u vezi sa promjenom struje kroz pravolinijski 
provodnik: 


Ab=M,Al=M,(0-1)=-M,,!. 


ČI J i tivnost 
Izjednačavajući ove dvije jednačine određuje se međusobna induk 
M pp: . 


"_— 


M;,= I 


=4-10%{(H|. 


ICI rikazan je presjek torusnog jezgra, poluprečnika 
He U l Je a ivlemi, napravljenog od Ada 
magnetne permeabilnosti u=10 {H/m|. Na jezgro MEA 
gusto namotano N=628 zavojaka tanke ŽIce. Potre no je peni 
samoinduktivnost torusnog namotaja | međusobnu Kosi ten ne 

1 namotaja N; od 6 zavojaka koji ga obuhvataju kao što je Se 

na slici 3,109. Zbog jednostavnosti prikazan je samo jedan zavojak. 
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slika 3.109 


Rješenje: 


Proticanjem struje jačine I kroz namotaje torusa, u torusu se uspostavlja 
magnetno polje čije su linije vektora jačine magnetnog polja H i vektora 
magnetne indukcije B koncentrični krugovi prikazani na slici 3.109.a. 


slika 3.109.a 


slika 3.109.b 


"Primjenom Amperovog zakona na zatvorenu konturu C, slika 3.109.a, 


određuje se intenzitet vektora magnetnog polja H u torusu: 


H=—, A2-£rxb. 
21Nr 


Vektor magnetne indukcije izvan torusa jednak je nuli: 
B=0; Ta, 


B=(0, r?2a. 
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nm 
pm 


U) tim mt RT 
aga am TPTTD 


Unutar torusa, zbog toga što je jezgro torusa napravljeno od materijala 
konstantne magnetne permeabilnosti_ Hu, intenzitet vektora magnetne 
indukcije B jednak je: | 


Ben s akrxb. 
2TI 


Fluks vektora magnetpe indukcije B kroz poprečni presjek jezgra torusa, 
prema slici 3.109.b, je: 


b+; = (B4s={B-2y-dreos0 = (NL 2 rod. 


ZU 
ST a a 


Ukupan magnetni fluks 6 kroz N zavojaka torusa jednak je: 


UNI 
= NE. = h(b—a). 
ONO (b_a) 


Veza između fluksa vektora magnetne indukcije i struje koja protiče kroz 
namotaje torusa data je izrazom: 


gdje L predstavlja koeficijent proporcionalnosti i naziva se induktivnost ili 
samoinduktivnost namotaja. 


Samoinduktivnost torusnog namotaja jednaka je: 


2 
SE BODEN SE EK 
I -21b 


Magnetni fluks koji je obuhvaćen zavojcima N, spoljašnjeg namotaja, prema 
referentnom smjeru kao na slici 3.109.b, je: 


UN NI 
21b 


$, = N,9)+ = h(b-—a). 


a AT a a Egon Sa Ka NE S RM ER RA KR ER DO ERE 
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Međusobna induktivnost dva namotaja jednaka je: 


M.. _$%e _ RNA N h(b = a)=4-10%1H| 
1 2nhb 


3.110.Na torus od kartonskog jezgra poluprečnika srednje linije R, 
ravnomjerno 1 gusto je namnotano N=1600 zavojaka žice poluprečnika 
a=3{cm|). Preko ovog namotaja namotano je N;=20 zavojaka žice 
poluprečnika a=3{cm), što je prikazano na slici 3.110. Izračunati 
međusobnu induktivnost namotaja N 1 N.,. 


slika 3.110 slika 3.110.a 


Rješenje: 


Primjenom Amperovog zakona, moguće je odrediti intenzitet vektora 
magnetne indukcije B unutar jezgra torusa: 


NI 
B=u, —. 
Fo 21NR 


Fluks vektora magnetne indukcije B , obuvaćen zavojcima namotaja N;, za 
orijentaciju normale n kao na slici 3.110.a, je: 


N,Na'l 
HT 


b, =N,|BdS=u 
J R 
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Međusobna induktivnost ova dva namotaja iznosi: 


,, N Na" za 
M,=— = =012-107|H\|. 
12 T Ho 2R | | 


3.111.Tri koaksijalna torusna namotaja postavljena su na kartonsko jezgro ' 
kao na slici 3.111. Odrediti samoinduktivnosti i međusobne 
induktivnosti namotaja. Dimenzije torusa, prema slici 3.111.a, su: 
a=10(cm), a;=11{cm), a2=11{cm)}), b=20{cm), b;=19(cm), ba=15(cm}, 
h=10{cm|, h,=4{cm}, h,=4{cm|, N=1000 zavojaka, N;=800 zavojaka, 
N2=800 zavojaka. 


slika 3.111 slika 3.II I.a 
Rješenje: 
Proticanjem stalne jednosmjerne struje jačine I kroz namotaje torusa, unutar 


torusa postojalo bi magnetno polje. Linije vektora jačine magnetnog polja 


H i vektora magnetne indukcije B su koncentrični krugovi. Primjenom 


Amperovog zakona, moguće je odrediti intenzitete ovih vektora u zavisnosti 
od rastojanja r od ose torusa: 


NI 
=—, 3A-SKrXb, 
21T 
NETR A azrxb. 
2TT 


Prema slici 3.111.b, magnetni fluks kroz namotaj N je: 


| 
$=N{BdS= N{ Bhdrcos0 =u, 2 2 
S 4 21 a 
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Odavde je samoinduktivnost L spoljašnjeg namotaja N, jednaka: 


2 
(et mH 5 i ki 25130 (0 
a 


I 1 


slika 3.111.b slika 311 1.c 


Prema analogiji sa ovim izrazom samoinduktivnosti unutrašnjih namotaja L, 
l L; SU: 


N{h 
ma me, i = 2,8-10—|H|, 
I 212, 
NŽh,, b 
ks će ; +i =1,6:-10|H| 
I 21 dj 


Fluks vektora magnetne indukcije B, kroz namotaj N, većeg unutrašnjeg 
namotaja, prema slici 3.111.c, jednak je: 


b 
i -— : N,NI b 
9; = N, | BdS = { Bh,drcos0 = u, — hh 
š - ŽJt a, 
Odavde je međusobna induktivnost spoljašnjeg namotaja N_ 1 većeg 
unutrašnjeg namotaja N, je: 


Na isti način, u odnosu na isti smjer normale n, sa slike 3.111.c, međusobna 
induktivnost spoljašnjeg namotaja N 1 manjeg unutrašnjeg namotaja N/, je: 
NN b 


M,=WH, — haln=2-10"(H|. 
TT dz 
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Namotaji unutrašnjeg torusa nisu međusobno magnetno spregnuti: 


M.; =0 {H} 


3.112. Koliko zavojaka namotaja N treba namotati na torus na slici 3.112 da 
bi njegova samoinduktivnost iznosila L=1{H|), ako je relativna 
magnetna permeabilnost materijala od kojeg je izrađen torus u,=800, 


visina torusa h=0,1{m|, a odnos vanjskog i unutrašnjeg poluprečnika 
torusa b/a=2. ' 


| 
t 


GSEDP 
"=; 


i —————e 


slika 3.112 


Rezultat: N=300 zavoja 


3.113.Pravolinijski provodnik dužine / i poluprečnika R, sa stalnom 
jednosmjernom strujom jačine I prikazan je na slici 3.113. Odrediti 
samoinduktivnost L provodnika. 


slika 3.113 


Rezultat: L=}, = |H| 
OT 


a RER PR DE RN P Rt aleja ra mo ae ETIENNE RONA 
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3.114. Odrediti međusobnu induktivnost između dugog linijskog provodnika 
i kružne konture sa slike 3.114. 


slika 3.114 


Rezultat: M, = usla -vVd'—b" Ju) 


3.115.Odrediti međusobnu induktivnost neograničeno dugog pravolinijskog 
provodnika i trougaone konture, prikazanih na slici 3.115. 


;. 
Rezultat: M,, = U, Zulu U (HJ 
ZT 


3.116. Vazdušni koaksijalni kabal na slici 3.116 sačinjavaju: unutrašnji puni 
provodnik poluprečnika a i tanki vanjski provodnik poluprečnika b. 
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Odrediti podužnu induktivnost koaksijalnog kabla. 


slika 3.116 


b 
Rezultat: L'= re + a In— (Hm) 
STT = 2 Aa 


3.117.Odrediti podužnu induktivnost prijenosne linije sa slike 3.117 
sastavljene od dvije provodne žice poluprečnika a, kroz koje protiču 
struje u suprotnim smjerovima. Ose provodnika nalaze se na 
rastojanju d, koje je mnogo veće od poluprečnika a. 


/ 
/ i I 
Su a 
Ho 
a 
! = 


slika 3.117 


| Ho( 1 d 
Rezultat: L'= —| — + ln— | (H/m| 
n\4 a 
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3.118. Izračunati podužnu međusobnu induktivnost dva paralelna dvožična 
voda A-A' 1 B-B', koji se nalaze na rastojanju D, kao što je prikazano 
na slici 3.118. Pretpostaviti da je poluprečnik vodova znatno manji od 
D iod međusobnog rastojanja vodova jedne linije d. 


Au 1 


xO GA 
O 
Ho 
TO AB 
slika 3.118 


a 
; Ho 
Rezultat: L',, sg = 52 na + = (H/m| 


3.119. Dvožični vod i kvadratna kontura leže u istoj ravni i imaju međusobni 
položaj kao na slici 3.119. Odrediti međusobnu induktivnost između 
njih. e 


2a , 2 
Rezultat: M =}, = Ta (H| 
n 


3.120.Odrediti podužnu induktivnost veoma dugog solenoida sa brojem 
zavojaka po jedinici dužine N' koji ima poluprečnik jednog zavojka a. 
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Rezultat: L'= u ,N"? na?(H/ m| 


3.121. Kvadratna. provodna kontura, otpornosti R, leži u istoj ravni sa 
trakastim provodnikom, što je prikazano na slici 3.121. Struja jačine | 
je ravnomjerno raspoređena po traci. Odrediti međusobnu 
induktivnost provodnika i konture i količinu naelektrisanja koja 
protekne do uspostavljanja stacionarnog stanja, poslije isključenja 
struje u trakastom provodniku. 


slika ni2i 


Rezultat: 
M, sj +b +c)In(a + b+c) (b+c)n(b+c)- 
2ma 
-(a+c)n(a+c)+ cinc| {H| 
9 Mg! 
= 


IDTDTDVDTDVDVDDD111_1L1DU7ITTTTFTVTFNVFV SVU ii ij 
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Emilij Hristijanovič Lenc (1804-1865), ruski fizičar njemačkog porijekla. 
Sa B. Jacobijem obradio svojstva elektromagneta (1838-44). Poznato je 
njegovo pravilo o indukovanim strujama (Lencovo pravilo,1833), te zakon 
koji utvrđuje količinu proizvedene toplotne energije prilikom proticanja 
struje kroz provodnik (Joule-Lencov zakon, 1842), 
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3.6. Energija i sile u magnetnom polju 


3.122.U veoma dugom, pravolinijskom bakarnom poje mu Mo 
kružnog poprečnog presjeka poluprečnika a, postoji sta pu struj 
jačine I. Smatrajući da je struja ravnomjerno raspoređena po 
poprečnom presjeku provodnika odrediti: HM 
a) energiju magnetnog polja unutar bakarnog provodni! a 
b) unutrašnju podužnu induktivnost bakarnog provodnika. 


Rješenje: 
a) Zapreminska gustina magnetne energije u bakamom provodniku 
izračunava se kao: 


slika 3.122 


Zapreminska gustina energije magnetnog polja, na osnovu određenog izraza 
za magnetnu indukciju (3.3) je: 
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biASKA =. 


—-uvneE Zvirka zadataka 


Element zapremine između dva k T j 

Sa oaksijal : ! 
poluprečnika r | r+dr, dužine ! je: ijalna. cilindra. (slika. 3.122) 
dV=2rrldr. 


Energija magnetnog polja u bakarnom provodniku dužine | je: 


a a I 
Wa =|dW_ =|w_ dV=—uI 


b) U slučaju linearnih sredina (U ne zavisi od 


Ka mm JA), magnetna energija se 
može izraziti preko induktivnosti L kao: 


1 2W 
W_ =—-LI' SL= moznat vi: 
2 IT? (HI, 


gdje je L_- induktivnost provodnika. 
Dakle, podužna induktivnost veoma dugačkog bakarnog provodnika iznosi: 


is 
I 


SlatKisj i 
OTI 


3.123. Kroz koaksijalni kabal poluprečnika a i b, postoji stalna struja jačine I. 
Izračunati podužnu magnetnu energiju u dielektriku kabla. 


Rješenje: 
Unutar dielektrika koaksijalnog kabla, intenzitet magnetne indukcije iznosi: 


I 
B=u—; a£srcxb, 
2TT 


gdje je u magnetna permeabilnost dielektrika, a I jačina struje u kablu. 


Gustina magnetne energije u dielektriku je: 
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Podužna magnetna energija se dobija kao: 


W B!' ou nr 
W = mal w dv =—{2av = —| Em zmmhdr, 
Hi. )) hj 24 ZNAKE" 
u i 
W, _ NU — 
An a |m 


3.124. Tanko torusno feromagnetno jezgro načinjeno je od materijala koji se, 
približno, može okarakterisati konstantnom  permeabilnošću 
u=4000p. Srednji poluprečnik jezgra je R=10(cm|), a površina 
poprečnog presjeka mu je S=1{cm"j. U namotaju od N=500 zavojaka 
postoji stalna struja jačine I=0,1{A|. Izračunati energiju utrošenu pri 
magnetiziranju jezgra. Kolika je magnetna energija sadržana u 
magnetnom polju u slučaju da se iz torusnog jezgra isječe mali dio 
dužine l=2{mm| i tako dobije vazdušni zazor dužine 44? 


Rješenje: 
Intenzitet vektora jačine magnetnog polja u jezgru je: 


_M 
2NR 


Gustina magnetne energije potrebne za magnetiziranje jeZgra je: 


a ukupna energija magnetiziranja je: 


I NOV 
W_ =w V=E£| — | 21RS=1:10%|||. 
2\ 2NR 


Prije isjecanja dijela jezgra dužine lo, magnetna indukcija u jezgru je 
iznosila: 


ON 
B = =u—=0/14 |T|. 
uH = u (TJ 
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Nakon isjecanja dijela magnetnog jezgra, u magnetnom kolu uz zanemarenje 
magnetnog rasipanja, prema zakonu o održanju magnetnog fluksa postojaće 
Jedna magnetna indukcija intenziteta (u jezgru B; i vazdušnom zazoru Bo): 
NI 


—_ —— I . = 
SR, I 29 -107|(T|). 


0 
H Ho 
Ukupna magnetna energija iznosi: 


Wa Wii Wi =B; a O +B, oo 
2u Žo 


=73:10%J|). 


3.125. Pravolinijski bakarni provodnik poluprečnika a=2{mm), presvučen je 
slojem gvožđa debljine d=1(mm), slika 3.125. Jačina struje u ovom 
složenom provodniku — iznosi I=10{A). — Idealizirana— kriva 
magnetiziranja gvožđa prikazana je na slici 3.125.a. Specifične 
otpornosti upotrijebljenih materijala iznose: Pcu=1,58-10"(Am) i 
Pr.=8,53:10"|Om|. Izračunati ukupnu energiju utrošenu po jedinici 
dužine za uspostavljanje magnetnog polja unutar ovakvog provodnika. 


slika 3.125 slika 3.125.a 


Rješenje: 


Energija utrošena po jedinici dužine za Us 


' postavljanje polja, u unutrašnjosti 
ovog provodnika, računa se kao: kk j 


gdje je gustina magnetne energije Wucu u bakru: 
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NANE 
Wra EzkaHG Re =ko 


a gustina magnetne energije Wmre U gvožđu: 


2 
KOE (frzao H 
m 


2 400 


mFe 
A 
1 0,5-400;, H+ 400 H 
2 m 


slika 3.125.b 


slika 3.125.c 
Na slici 3.125.b, prikazan je poprečni presjek provodnika. Kako su 
specifične otpornosti materijala različite, to je i vektor gustine struje 


različitog intenziteta. Električno polje u provodniku je homogeno i jednako u 
oba materijala: 


Es. =Eag =E. 


Intenzitet vektora gustine struje u gvožđu je odavde jednak: 


E 
Je. Pa 
Pre 
a u bakru je: 
je 
Pu 


Intenzitet struje kroz poprečni presjek provodnika iznosi: 


I=|JdS= (Jds+ {Jas. 
S Se SR 
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—ee mm LUNIKE Zbirka zadataka NnPI) 
Uvrštavanjem izraza za intenzitet vektora gustine struje u pojedinim 


materijalima i njihovih površina poprečnih presjeka, dobije se izraz za jačinu 
struje I: 


Ea'n  Ella+d)—a? 
+ 
Pu PR. 


= 


Odavde je intenzitet vektora električnog polja jednak: 


UZ poznavanje intenziteta vektora električnog polja E, moguće je odrediti 


'intenzitete vektora gustine struje u gvožđu Je. i bakru Ja: 


Ja = " i =1202-10"| 4), 
Pr 221 +((a+d){ —a? dj 
Pu 
I SA 
Ju = =6455510"| £,| 
an La (a +d)}—a?hh m | 
PR 


Intenzitet vektora jačine magnetnog polja H , moguće je odrediti primjenom 
uopštenog Amperovog zakona: 


$Hdl= {JdS. 
C 


Sc 


Unutar provodnika, linije vektora jačine magnetnog polja H su koncentrični 


krugovi. Za konturu C koja leži u bakru, kao na slici 3.125.c, dobije se: 


$Hdl= {Jas, 
C = 


H2tr=r'JX; = Osrza, 


IT OT 
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Za konturu C, koja leži u gvožđu, slika 3.125.c, dobije se: 


$Hdl=1x, + (JdS, 
U 


SC, 


H 2mr=a'3e, +(r—a')U.; akrkat+d, 


2 2 2 
a'J +(r -a'}) 
H=— tt _ _—LR; garkca+d. 
2r 


Na slici 3.125.d, predstavljena je promjena vektora jačine magnetnog polja u 
provodniku. Vektor jačine magnetnog polja postoji i izvan provodnika, ali u 
ovom slučaju nije potreban. 


dx 
im) 


slika 3.125.d 


Magnetno polje u gvožđu je uvijek veće od 400{A/m)|, te je ovaj dio 
provodnika u zasićenju. 


Utrošena magnetna energija po jedinici dužine provodnika je: 


a xx? 
W NE Ja! -2mr cosOdr + 100(a + d)? —a?)x- cos, 
SKOLE 


W_ = 16510 2) 15710% 2. =15/: 0"). 
. m m m 


3.126.Torusno jezgro načinjeno od dva različita feromagnetna materijala, 
prikazano je na slici 3.126. Odrediti odnos visina pojedinih dijelova, c 
i d, tako da energije, utrošene na uspostavljanje magnetnog polja u 
jednom i drugom materijalu budu jednake. Idealizirane krive 
prvobitnog magnetiziranja oba materijala, date su na slici 3.126.a. 
Poznato je: a=l{cm|), b=4{cm|, H;,.=1000{A/m|), H2;.=2000{A/m), 
B;.=0,5(T), B,.=1,5{T}. Na jezgro je namotano N=628 zavojaka, kroz 
koje protiče stalna struja jačine I=0,2{A|. 


Elektromagnetizam 163 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


1000 


2000 H|A/m| 


slika 3.126 slika 3.126.a 
Rješenje: 
Unutar torusnog jezgra, linije vektora jačine magnetnog polja H su 


koncentrični krugovi. Primjenom graničnih uslova na razdvojnoj površini 


dva feromagnetna materijala dobije se da su jačine magnetnih polja u oba 
materijala jednake: 


H =H,=H. 


500 1000 2000 H(A/MJ 
slika 3.126.b slika 3.126.c 


Primjenom uopštenog Amperovog zakona na konturu C sa slike 3.126.b, 
određuje se intenzitet vektora jačine magnetnog polja H: 


Najveći intenzitet magnetnog polja Hu, je Za r=a: 
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Ho. = 220 £Ž. 
— 2ma m 


Najmanji intenzitet magnetnog polja Hun je za r=b: 


1 = ML so (21. 
21b m 


Iz ove dvije krajnje vrijednosti jačine magnetnog polja, moguće je zaključiti 
da je materijal 1 djelimično u zasićenju, dok je drugi dio torusa u linearnom 


dijelu. Kako je vrijednost jačine magnetnog polja Hag TOVO LUDI materijal 
I je u zasićenju Za a£r£r,, gdje je r: 


=2:-10—%|m|). 


Energija utrošena na Kupa ae magnetnog polja u prvom materijalu 
Iznosi: 


WapeWie\i" (wan dV |; 


Via 


gdje su gustine energija dijela u zasićenju Wyuz 1 u lineranom dijelu Wu 
jednake: 


W niz =1H B. = 250 El 
2 m 


IB.( NI 
W mL STO SA Ć 
2H,.\2TNr 


Na osnovu ovih gustina energije, dobija se energija Wx, utrošena na 
uspostavljanje magnetnog polja u materijalu 1: 


W, sw "_a?)w+ +fe; == ) zrade 


Energija W m2, utrošena na USDOSLAVIJANJE magnetnog polja u materijalu 2 
IZNOSI: 


Elektromagnetizam I 165 


—— 
BLIH 


USVOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


b (SB 2 
,=|d ž 2mrdr. 
; 2H Ir | 


Prema uslovu zadatka energije Wx; i Wm2 moraju biti jednake: 


2 2 
12506 -a" re ZO} Pad - g Bee NI) Pod 
H, 4no r. H,, 4n__a 


Odavde je odnos visina jednak: 


"=1935. 
d 


3.127.Na slici 3.127 prikazano je složeno torusno jezgro, a na slici 3.127.a 
prikazana je idealizirana kriva prvobitnog magnetiziranja materijala 
od kojih je napravljeno jezgro torusa. Za uspostavljanje magnetnog 
polja u materijalu 1 složenog feromagnetnog torusnog jJeZgra, 
potrebna je magnetna energija W,,=18,84{m|J). Izračunati magnetnu 
energiju W n2 koja se troši pri uspostavljanju magnetnog polja u dijelu 
2 jezgra torusa. Poznato je: b/a=5,44; a=1{cm)|, h;=1,5(cm|), h,=3{cm|. 


500 1000 HJA/M) 


slika 3.127 slika 3.127.a 
Rješenje: 
Prema slici 3.127.a, dio torusa napravljen od materijala 1, nalazi se uvijek u 


linearnom režimu. Da bi se magnetno polje uspostavilo u ovom dijelu torusa, 
potrebno je utrošiti magnetnu energiju Wu, koja iznosi: 
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W, = |w dV. 


V, 


Zapreminska gustina magnetne energije Wx; jednaka je: 
l 2 
W ni = 2 u H , 


gdje je magnetna pćrmeabilnost materijala od kojeg je napravljen dio 1 
torusa (slika 3.127.a) data izrazom: 


u  {_{H 
1000 {m| 


Unutar torusnog jezgra, linije vektora jačine magnetnog polja H su 
koncentrični krugovi, sa centrima u osi torusa. Primjenom graničnih uslova 
na na razdvojnoj površini dva feromagnetna materijala, dobije se: 


H, =H, =H. 


Intenzitet H vektora jačine magnetnog polja, dobije se primjenom uopštenog 
Amperovog zakona i IZNOSI: 


Here azrxb. 
2TTT == 


Na osnovu poznatog izraza za intenzitet vektora jačine magnetnog polja u 


torusu, moguće je odrediti izraz za magnetna energija W,, koja je potrebna 
za uspostavu magnetnog polja u dijelu 1 torusa: 


Iznos magnetne energije Wu je poznat, tako da se iz prethodne jednačine 
izračunava potrebna magnetopobudna sila, koja iznosi: 


NI = 96,5 |Azav| ; 
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Najmanja jačina magnetnog polja u drugom dijelu torusa dobije se za r=b: 


ta Mag (AT 
271tb m 


a najveća jačina magnetnog polja u drugom dijelu torusa je Za r=a: 


I 
Ho o= Me = 1536 Ž. 
2T71a 


m 


Odavde je moguće zaključiti da se drugi materijal djelimično nalazi u 
zasićenju. Poluprečnik zasićenja r, IZNOSI: 


I, = ae =3:-10%|(m|. 
21; 


Energija W 2, utrošena na uspostavljanje magnetnog polja u materijalu 2, od 
koga je napravljen drugi dio torusnog jezgra jednaka je: 


_1 2_,2\,, (1 Be( NI) 
Wa = HaBg kl; — a drim om -h,2rrdr, 


W_, =453:10/ |). 


3.128.Na slici 3.128 prikazano je feromagnetno torusno jezgro sa vazdušnim 
zazorom. Idealizirana kriva magnetiziranja materijala od koga je torus 
napravljen prikazan je na slici 3.128.a. Izračunati magnetnu energiju 
utrošenu za uspostavljanje magnetnog polja u jezgru, ako je ono 
prethodno bilo nenamagnetizirano, kao i magnetnu energiju sadržanu 
u vazdušnom zazoru. Poznato je: N=1000 zavojaka, a=h=S{cm), 
b=10{cm|, I=2{A|}, H.=1000{A/m|, B.=2{T|, le2=1{mm)|). 


I 
He HIA/mI 


slika 3.128 slika 3.128.a 
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Rješenje: 


Primjenom uopštenog Amperovog zakona na kružnu konturu C, sa centrom 
na osi torusa, poluprečnika r (a=r=b) dobija se: 


$Hd!=NI, 
C 
H(2nr—1,)+H,l, = NI. 
Kako je vrijednost lyj=£r može se smatrati da je: 
(2mr—1,)=211. 
Onda vrijedi: 
H2rr + H,l, = NI. 


Ukoliko se zanemare magnetna rasipanja, na razdvojnoj površi feromagnetni 
materijal-vazduh vrijedi jednakost magnetne indukcije feromagnetnog 
materijala B i magnetne indukcije vazduha B: 


B=B,=|U,H,. 
Sa slike 3.128.a, se Vidi da je: 


B=uH; HxH,, 


B=B.; H=H,, 


== 
500 |m\| 


Ako se pretpostavi da se čitavo jezgro nalazi u linearnom režimu, tada 
primjenom Amperovog zakona se dobija: 


202 + ZN. 
" HM 


Elektromagnetizam CO 


UŠJSNUVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


Odavde se dobija intenzitet vektora magnetne indukcije B: 


=—; 32ac-rcXxb. 
ZE, 

--+ — 

u Ho 


Minimalni intenzitet vektora magnetne indukcije Bin je za r=b: 


Boe S sms|8 |T|. 


Maksimalni intenzitet vektora magnetne indukcije B,ux je za Ir=a: 


B =—— =2}) ; 
+ — 


HM 


Zasićenje nastupa za vrijednost magnetne indukcije B=B,, čemu odgovara 
poluprečnik rx: 


_H 22) =65107(m) | 


21 B. Ho 


Energija utrošena na uspostavljanje magnetnog polja u jezgru ima gustinu: 


ge = JBG aKIZKTI,, 
2 | 
se 
1 NI 
Was | ; TICU, 
je 2nr + 0 
' Ho 


Energija utrošena na uspostavljanje polja u torusu iZnOsi: 
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271€tr 271dr H 


A EST Wi RE v ". u pu 21 
W, = H.B,( =a uh + (NI) h. ——. 


W_ =1,08 |J|. 


Energija sadržana u vazdušnom zazoru ima gustinu: 


1 Bi 
NM 5S——; 2ALKIKL,, 
2 Mo 
2 
J NI 
Wo = ; TI £4rxb. 
2po| 21 do 
RH MW 


2rtdr u bh! 
2 2 b NE 
W_, = hl,(r, —a)+ (NI) stiti, 
Ho ZATIM fr 2II a 
= u Ho 
Wo =3,/71 D3| 


3.129.Na. slici 3.129 prikazan je elektromagnet sa kotvom. Kriva 
magnetiziranja materijala, od koga je načinjen magnet i kotva, data je 
tabelom 3.9. Odrediti jačinu struje u namotajima, tako da 
elektromagnet može podići kotvu mase m=0,65{kg|. Magnetna 
rasipanja zanemariti. Poznato je: S=0,5{cm"}, N=200 zavojaka, 
1;=30{cm}, b=10{cm|, 19=0,S(cml. 


Tabela 3.9 
1,38 


BITI | 0,2 | 0,4 | 0,68 | 08| 1 | 
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I/ wo 


slika 3.129 slika 3.129.a 


Rješenje: 


Da bi elektromagnet sa slike 3.129, mogao podići kotvu, na kotvu mora 


djelovati vertikalna komponenta elektromagnetne sile, Čiji je intenzitet 
. jednak težini kotve: 


ja 


=mg. 


Određivanje elektromagnetne sile koja djeluje na kotvu, kada u namotajima 
postoji stalna struja jačine I, vrši se primjenom principa virtuelnih pomjeraja. 


Izraz za magnetnu energiju sistema, kada je kotva u položaju kao na slici 
: 3.129.a je: 


W =W s (l, 4) + w 245, 


gdje je: - Wmre gustina magnetne energije u feromagnetnom materijalu 
- Wo gustina magnetne energije u vazdušnom ZaZoru. 


Uvodi se pretpostavka da se pod djelovanjem elektromagnetne sile, kotva 
pomjerila naviše za rastojanje Aly pri čemu nije došlo do promjene 
magnetnog fluksa. Ako je veličina magnetnog fluksa konstantna, to znači da 
nije došlo ni do promjene intenziteta vektora magnetne indukcije. Na osnovu 
ovoga ni veličine gustine magnetne energije Wure i Wmo se nisu promjenile. 


Za novi položaj kotve, izraz za magnetnu energiju je: 


W = W pe (l; 11,5 + ww 2(1, —A1)6. 
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Promjena energije AW-x, iznosi: 


1 B, 
AW_ = W —W, =—W,p2AlS=-—--—2ALyS, 
2 bo 


Prema principu virtuelnih pomjeraja, intenzitet elektromagnetne sile, koja 
djeluje na kotvu pri zamišljenom pomjeraju, jednak je: 


F, =— MW =|)= const, 
Al, 

6 225. 
Ho 


Ovako izračunata elektromagnetna sila mora biti jednaka elektromagnetnoj 
sili, čiji je intenzitet jednak težini kotve: 


2 
Pokadipi 
Ho 


Odavde se određuje intenzitet magnetne indukcije koja se mora ostvariti u 
vazdušnom zazoru da bi elektromagnet podigao kotvu: 


B,= 


mm =0,4 {T|. 


Na osnovu zakona o održanju magnetnog fluksa, uz zanemarivanje 
magnetnog rasipanja, magnetna indukcija B u feromagnetnom materijalu 
jednaka je magnetnoj indukciji Bo u vazdušnom Zazoru: 


B=B,=0,4 {T|. 


Iz tabele 3.9, određuje se jačina magnetnog polja u feromagnetnom 
materijalu H: 


H=100 HI 
T)) . 


S) Na mah ra Ea mr ROG kd a Ea DER S TG 
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Jačina magnetnog polja Hy u vazdušnom Zazoru iZnOsi: 


B 
H, -+=3183-10"|£ |, 


Ho mi 


Na osnovu drugog Kirhofovog zakona za magnetna kola, primjenjenog na 
konturu koju čini središnja linija elektromagneta, ima se: 


H(l, +1,)+2H,l, = NI. 


Odavde se određuje jačina struje I u namotajima, koja je potrebna da 
elektromagnet podigne kotvu: " 


= H(l, +1,)+2H,l, 18 {AJ 
N 
3.130.Na tanko torusno jezgro, središnje linije dužine !=0,5{m|, poprečnog 
presjeka S=2{cm"|, načinjeno od feromagnetnog materijala čija je 
idealizirana magnetna karakteristika data na slici 3.130, namotano je 
N=1000 zavojaka tanke žice. Torus je obuhvaćen sa n=8 zavojaka 
probnog namotaja sa balističkim galvanometrom, ukupne otpornosti 
R=32{42|. Nenamagnetizirano jezgro se postepenim povećanjem struje 
torusnog namotaja namagnetizira do zasićenja. Odrediti struju pri 
kojoj se dostiže zasićenje. Kada se ova struja isključi, kroz balistički 
galvanometar protekne naelektrisanje g=20(|C |. Izračunati: 
a) magnetnu indukciju u jezgru poslije isključenja struje, 
b) energiju izvora utrošenu da se dostigne Zasićenje, 
c) energiju sadržanu u magnetnom polju, poslije isključenja struje. 


1000 H{A/m) 


slika 3.130. 
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Rješenje: 


Primjenom Amperovog zakona, određuje se intenzitet vektora jačine 
magnetnog polja H: 


Na slici 3.130 vidi se da se najveća magnetna indukcija u jezgru, B.=1,2(T), 
postiže pri jačini magnetnog polja H,=1000{A/m)|. 


Jačina struje Las pri kojoj se postiže zasićenje jednaka je: 


- 0,5 {A|. 


PLL 


Pri maksimalnoj magnetnoj indukciji B.,, magnetni fluks $; kroz presjek 
jezgra je: 


$, =B.S=24:10%|Wb|. 


slika 3.130.a 


Isključivanjem struje u namotaju: torusa, prema magnetnoj karakteristici, 
slika 3.130, u jezgru zaostane indukcija B, (H=0). Magnetni fluks kroz 
poprečni presjek jezgra je u ovom slučaju: 


b, =B;S. 


—VSTJĐSZVB  — ——————— — — —  — — —— — ———— ———— — — —  — ——— ———— —————— — 
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U procesu isključenja struje, kroz probni namotaj protekne naelektrisanje: 


gdje je početni fluks Po. kroz probni namotaj, prema slici 3.130.a: 
P.x = NA, = nB_ S, 

a krajnji fluks 6x, kroz probni namotaj: 
P$., = no, = nB_S. 


Na osnovu zadnje tri jednačine, mo 


guće je odrediti magnetnu indukciju B, u 
Jezgru nakon isključenja struje: Same. 


(Kad 


Magnetna energija utrošena po jedinici zapremine do zasićenja, prema 
magnetnoj karakteristici jednaka je: 


W ni = kj. = 600 Eu) 
Sao m 


Magnetna energija izvora utrošena da se torus magnetizira je: 
= _ = -3 
W ni = Wi V = W!S=60-10 MI 


Magnetna energija utrošena po 


jedinici zapremine na nepovratne procese 
IZNOSI: 


W no =_H,B, -_H,(B, -B,)=400 | 


Magnetna energija utrošena na nepov 


ratne procese, pri magnetiziranju i 
razmagnetiziranju jeZgra je: —— 


Wa E Wa V = W,1S=40 101). 
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Magnetna energija sadržana u magnetnom polju jezgra, po isključenju struje, 
IZNOSI: ) 


W, = W,— W,, =20:107}|). 


3.131. Složeno torusno jezgro, prikazano na slici 3.131, napravljeno je od 
dva feromagnetna materijala. Dimenzije torusa su: h=l{cm|, a=l{cm}, 
b=2{cm|, c=l1,5{cm). Oko torusa je postavljen namotaj sa N=1800 
zavojaka tanke žice. Kroz namotaj protiče prostoperiodična struja, 
amplitude L,=101(mA|. Na slici 3.131.a prikazane su krive normalnog 
magnetiziranja za oba materijala, a na slikama 3.131.b i 343 Le 
prikazane su histerezisne petlje koje odgovaraju maksimalnim 
vrijednostima magnetnog polja za oba materijala respektivno. 
Izračunati gubitke usljed histerezisa u torusnom jezgru, u toku jedne 
periode. | 


slika 3.131 


0 500 1000 — HJ{A/m) 


slika 3.13 1.a slika 3.131.b |; slika 3.I3Ic 


Rješenje: 


Linije vektora jačine magnetnog polja H su koncentrični krugovi sa 
centrima na osi torusa. Primjenom graničnih uslova na razdvojnoj površi dva 
feromagnetna materijala ima se jednakost magnetnih polja: 


—— oma nUVI EHNIKE Zbirka zadataka 


LED OHNIKE Zbirka zadataka 


H, =H, =H. 


Maksimalna vrijednost magnetnog polja H 
uopštenog Amperovog zakona na konturu C koja se poklapa sa jednom 
linijom vektora H poluprečnika r: 


NI 
H,=——"; acsrxb. 
ŽTCr 


Granične vrijednosti intenziteta vektora jačine ma 


gnetnog polja u materijalu 
(1) su: I 
NI 
Hy =—=900 £). 
"=" 2ma m 
NI 
Hi Sl 5=600 £|. 
= (ZMKĆ m 


mo = Om m 
NI 
Hg === 52400 a , 
mm — 21b m 


Prema slici 3.131.a, a iz ovih vrijednosti može se zaključiti da cijeli dio 


torusa napravljen od materijala (2) ulazi u zasićenje, dok dio torusa 
napravljen od materijala (1) ne ulazi u zasićenje. 


Na osnovu ovoga, maksimalne vrijednosti vektora magnetne indukcije 
jednake su: 


B,, NI 
"1 LE; csrab, 
Hor 2 


B.,,=B_,; arc. 


Gustine histerezisnih gubitaka u toku jedne periode, a prema slikama 3.131.b 
13.131.c su: 


2 
B NI 
W bi =2H,B, = "ab ; C£rxb, 
o; \ TU i 
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5 5 
Wo=s-H B_=—-H._ B_; AaFSKICXC. 
h2 A = m A = 02 


Ukupni gubici usljed histerezisa, u toku jednog perioda iznose: 


Be NE 
W, = HpBo(e =" pick Eura 2rdr, 
c 01 - 


W, = 5,88 1071). 


3.132.Dati su neograničeno dugi provodnik kroz kojeg protiče struja jačine 
I, 1 pravougaona kontura stranica b 1 c, sa strujom jačine L,. 
Međusobni položaj i dimenzije dati su na slici 3.132. Odrediti rad sila 
elektromagnetnog polja pri pomjeranju konture oko vrha D u ravni 
konture za ugao 1/2 u smjeru suprotnom od smjera kretanja kazaljke 
na satu. Poznato je a=b=50{cm|, c=10{cm)}, I;=100{A|, bH=5S0{A|. 


S: NES PEEO. JE pe 
slika 3.132 


Rješenje: 
Rad sila magnetnog polja dat je izrazom: 


A= L,(0, —0;). 


Fluksevi 6, i 2 predstavljaju flukseve obuhvaćene konturom koja se 
pomjera pod uticajem sila elektromagnetnog polja provodnika sa strujom 
jačine I, u njenom početnom i krajnjem položaju, respektivno. 


Početni položaj konture i veličine za određivanje fluksa 6, dati su na slici . 


3.132.a. Krajnji položaj konture i veličine za određivanje fluksa 6, dati su 
na slici 3.132.b. 
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slika 3.132.a slika 3.132.b 


Fluks u početnom položaju $; dat je izrazom: 


Ic_ a+b 
Opeki 


Fluks u krajnjem položaju $, dat je izrazom: 


Odavde je rad pri pomjeranju konture za ugao 7/2 oko vrha D jednak: 


ME atc=. a+b 
A=1,(9,—6,)=U, bin SG == 


2TI a 


A=16,8-10I1J|). 


3.133.Na tanko torusno jezgro sa vazdušnim zazorom, napravljeno od 
feromagnetnog materijala čije su idealizirane krive magnetiziranja | 
razmagnetiziranja prikazane na slici 3.133, ravnomjerno je namotano 
N=500 zavojaka tanke žice. Površina poprečnog presjeka jezgra je 
S=1{cm'j, dužina srednje linije l=0,5{m|), a dužina vazdušnog zazora 
l=l1{mm)|. U početnom trenutku jezgro je nenamagnetizirano i nema 
struje u namotajima. Nakon toga se uključi izvor 1 struja se postepeno 
povećava do zasićenja feromagnetnog materijala, a poslije toga se 
postepeno smanjuje na nulu. Odrediti energiju izvora utrošenu da se 
jezgro namagnetizira do zasićenja. 
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slika 3.133 


Rezultat: W,=52,3 (mJ) 


3.134.Kroz neograničeno dugi, šuplji pravolinijski provodnik prikazan na 
slici 3.134, protiče struja jačine I, ravnomjerno raspoređena po 
poprečnom presjeku provodnika. Odrediti izraz za energiju magnetnog 
polja u provodniku dužine {. Smatrati da je u=UWo. 


slika s 3a 


I? R; ) R; OR SR; 


Rezultat: W, = u — N— (JJ 
Na We | RER" R, dRi-R) 


3.135. Na torusnom jezgru prikazanom na slici 3.135, gusto i ravnomjerno je 
namotano N zavojaka tanke žice. Magnetna permeabilnost jezgra je u 
i ne zavisi od struje u namotaju. Odrediti izraz za energiju magnetnog 
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polja kada u namotaju postoji stalna struja jačine I. Kolika je 
induktivnost namotaja na torusu? 


N'h_,, b 
Rezultat: W = u Iln— 
41 a 
N'h_b 
L=pu in— {(H} 
21 a 


3.136.Na složeno torusno jezgro, prikazano na slici 3.136, namotano je 
ravnomjerno 1 gusto N=628 zavojaka žice. Jačina struje I kroz 
namotaj, predstavlja minimalnu jačinu struje pri kojoj je unutrašnji 
dio jezgra, napravljen od materijala 2 potpuno u zasićenju. Krive 
prvobitnog magnetiziranja prikazane su na slici 3.136.a. Izračunati 
utrošenu energiju za uspostavljanje magnetnog polja u jezgru. 


slika 3.136 : slika 3.136.a 
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Wi = HuBob! —a")nh u SUDU —b" xh u 

Rezultat: Nk SR NJ)? | I 

1 Bor (NI) jin E 120 100) 
2H,y 2 Te 


3.137.Na slici 3.137 prikazani su elektromagnet 1 kotva, napravljeni od 
feromagnetnog- materijala čija je kriva magnetiziranja prikazana na 
slici 3.137.a. Elektromagnet je predviđen da nosi kotvu maksimalne 
mase 1000{kg). Greškom jedan kraj elektromagneta je za 0=1{mm} 
načinjen kraći. Kolika je, usljed te greške, najveća dozvoljena težina 
kotve? Kolika treba da bude pobuda, pa da najveća dozvoljena masa 
kotve ostane 1000{kg|)? Površine poprečnih presjeka iznose 
S,=1,5S=100{cm"|. Dimenzije na slici 3.137 su date u centimetrima. 


| — 1500 H{A/MJ 


slika 3.137 slika 3.137.a 


Rezultat: težina kotve Gz=4559 {NJ 
pobuda (NI)s=2851 {Azav| 


3.138. Koaksijalno sa veoma dugim cilindričnim bakarnim provodnikom 
poluprečnika a=5{mm)|, postavljena je cijev unutrašnjeg poluprečnika 
b=8{mm| i spoljašnjeg c=l12{mm). Cijev je od feromagnetnog 
materijala, čija je kriva normalnog magnetizirana prikazana na slici 
3.138, a histerezisna petlja na slici 3.138.a. U provodniku je 
uspostavljena prostoperiodična. struja. i(D=l,cost{A).  Odrediti 
gubitke usljed histerezisa, u toku jednog perioda, po jedinici dužine 
cijevi od feromagnetnog materijala. 
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slika 3.138 slika 3.138.a 


I? 
Rezultat: W; =2B,| H,n(r? - b)+ ——n2£ |=018 | 
2nH, r m 


Z 


3.139.Na slici 3.139 su dati dvožični, neograničeno dugi pravolinijski 
provodnik sa strujom jačine 1; i okvir oblika jednakostraničnog trougla 
stranice a sa strujom jačine l,. Izračunati rad sila elektromagnetnog 
polja pri zakretanju rama oko stranice AB Za ugao 7. 


slika 3.139 


Rezultat: A = u, B2, (ne 2) J| 
TE 
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I Prilog 1 
_? KOORDINATNI SISTEMI 
P.1.1. Pravougli koordinatni sistem 


Pravougli ili Dekartov (Renć Descartes, 1596-1650) koordinatni sistem čine 
jedinični vektori i,j ik prema slici P./.1. 


slika P.I.I 


Na slici P.I.1I prikazan je pravougli koordinatni sistem, položaj tačke i 
jedinični vektori. 


Vektor položaja tačke P sa koordinatama (x,y,z) je 


r=Xi1i+yj+zk, 


a za jedinične vektore 1, j i Kk vrijedi 
i-j=jk=k-1=0, 
ixj=k; = jxk=1; | kxi= j 


Diferencijalni elementi dužine u smjeru koordinatnih osa su dx, dy i dz, a 
element zapremine je dV=dxdydz. 
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P.1.2. Cilindrični koordinatni sistem 


Jedinični vektori a,, a, i k koji čine cilindrični koordinatni sistem 
prikazani su na slici P. 1,2. | 


slika P.1.2 


Na slici P.1.2 prikazan je cilindrični koordinatni sistem, položaj tačke i 
jedinični vektori. 


Za jedinične vektore vrijedi slijedeće: 


a, = COSGI + sinAj, 
a, =-sinđi + cosaj, 
I = COSCA, — sinaa 


J = sinaa, + COSGA, 


— 


Jedinični vektori a,, a, i k zadovoljavaju slijedeće relacije 


Diferencijalni elementi dužine u smjeru koordinatnih osa su dr, rda i dz, a 
element zapremine je dV= rdrdadz. 


u SR V ui SOS za TREE 
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P.1.3. Sferni koordinatni sistem 


Sferni koordinatni sistem čine jedinični vektori a,, 27 i a. Na slici P.1.3 


prikazan je sferni koordinatni sistem položaj tačke 1 jedinični vektori. 


slika P.}_3 


Odnosi između jediničnih vektora pravouglog : sfernog koordinatnog 
sistema su: 


a, = sinOcosai + sin6sinoj + cos6k, 


= cosOcosai + cosOsinaj — srn6k , 


DI 
DP 


a E -sinG1 + cosaj, 


| 


1 = sinO6cosaa, + cosOcosaa, — SINGA), 
jJ = sinOsinaa, + cosOsinG2a, + COSGA, 


k = cosOa, — sin82,. 


Jedinični vektori 4,, a, i a, zadovoljavaju slijedeće relacije 


Diferencijalni elementi dužine u smjeru koordmatnih osa su dr, rdO ;. 
rsinOda, a element zapremine je dV= r"sinOdrdOde_ 
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Prilog 2 
Matematičke formule 


Kompleksni brojevi 


J=v-1, va = jva, 

2 i Mo 

ere u NM 

Pe) lj ei etike 


(a+jb)t(c+jd)=(atc)+}(b+d); 
(a+jb)+(a-jb)=242; 
(a+jb)(c+jd)= (ac- -bd)+}(ad+bc); 
. (a+jb)(a-jb)=a 44b?; 
ac+bd . bc—ad 


(a+jb):(c+jd)= —— ; 
i cC6+d (Cid 


Moivreov obrazac 


(cosp + jsinp)"=cosno + jsinnop; 


cos t Jsinp = COsS ? = + jsin PLE, (k=() 1,..., 


n-1); 
Svojstva trigonometrijskih funkcija 


Definicija funkcija (a, b katete pravouglog trougla, c hipotenuza, Ci PB uglovi 
nasuprot a i b, slika P.2. 1): 


C 
a 
b 
slika P.2.1 
. a a | 
sina = — = cos  tIga=—= cteB 
G b 
; b 
cosa = — = sing ctga =— = tg 
C a | 
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Osnovni odnosi: 


sina + cos'a = 1 


Sina, 
(ga = 
COSO, 
COSO, 
CtgCt = — 
Sina, 
Ig :ctgo. = | 
Znaci funkcije po kvadrantima: 


= 


Vrijednosti funkcija nekih uglova: 


KINU SE TE. SSRNJ 


1 nr 


Funkcije zbira i razlike 


sin(a. + B) = sina, + cos + cosa- sinP 
cos(a + B) = cos. cos Y sina. sin) 
tga + tg 
tg(a:+B)= 2 
1 Frga- teB 
ctga:cte 1 


eBlasB)e ctga + cteB 
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Funkcije dvostrukog ugla i funkcije poluugla 
sSIN2O = 28SINGCOSG 
. O G 
SINOL = 2 SIN — COS — 
2 2 
COS2A, = cCOS A — sin 


a .2%60 
COSAL = COS gg MM — 


Ž 
teza = = 
I1-rga 
ul 
tg, = 
1—tg'— 
2 
NE ctg a— 1 
2Ctgo, 
ctg"£_}1 
(get = 
= Žct G 
, Ž 


(oa 
1 + cos. = 2cos" C 


I (9 
1— cosa = 2sin" za 


Formule za transformaciju 


; ! ; + = 
sina + sinf) = 2sin a" cost j P 


. 
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—— ma — —— 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


O + Ce — 
sina — sin) = cos P sin P 
Pe NE, 
a+ a— 
cOsa. + cos() = 2CO0s P CO = 
Ž 2 
. OA+ | AF 
cosa — cos) = -2sin P sin ) ) 


sinacosB = 5 (sin(c + B) + sin(a = )| 
sinasinf = —lcos(a = B) —- cos(A. SE B)| 
cosacosf) = |cos(a + B) + cos(A. = B)| 


. . n 
m-. sina + n- cosa =\m" + n? sir| 0 arctg = 
m 


=) 
, 


Pravilo o sinusima 
a:b:c= sina: sinf): simy 
Pravilo o kosinusima 


a"? =b? +c"—2bc.cosa. 
b! =a?" +c"{ —2ac cos 


c" =a"+b'-—2ab-cosy 


b +či{sa' 
COSOL = 

2be 
a" +c'—-b" 
cos!) = ———— 

Zac 
a%Eb'se' 
CoOSVa=— 

2ab 

Pravac 


Eksplicitni oblik jednačine pravca 


y=kx+n 


Elektromagnetizam ; 191 


TOGGLE Ldirka zadataka 
gdje je: 
k=Igo 


USNOVI ELEKI ROTEHNIKE Zbirka sadatalka | 


- koeficijent pravca (tangens ugla kojeg gradi pravac sa 


pozitivnom dijelom x-ose) 
n— odsječak na osi y 


Jednačina pravca kroz jednu tačku (X, y1): 
JEDNA = a(x—x)) 


Jednačina pravca kroz dvije tačku (x;, y;) i (x,, y2); 


VY; s S kmjk)) 
Xx,—X, 


Kružnica 


Središnja jednačina kružnice: u 


Opšta jednačina kružnice: 


Ke} Ps) si 
Infinitezimalni račun 


Derivacije jednostavnih funkcija 


arcsinx 


arccOsX 


2) 


arcc(gx 
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ma ae omgvaaam | F - 
23% a . 
— = a= mm ma ———— no RENE 
a a= mi are nn = nr tam an 
—— —— vm im " 


| 
; 
| 
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GT 


(x) 
J 
WC SECX SINXSEC X 
X 
€ xX 
n 


2 
U —ama_———|P nm — ax 
X 


(x) 
= 69 | 
xx 
Ž u 
I = 
I |x| = ch ; shX I 
log,e ) _1_ ME. 
ml Te de 
1 2 


gT a 
1 
- SINX arshx ((+1 | 
l 
vx'{-1 
1 


| 1 2 
FE Ka — 
CtgX Si J arthx 1—x 


Derivacija zbira i razlike 


y =u(x)tv(x)+Z(x) Đ y'= u'tv'tz' 
Derivacija proizvoda i količnika 
y=u(x):Y(x) P y'=u'v +uv' 


u(x |; U'v-uv' 
SNU ze NOV 


y y(x) Ma = 


Derivacija složene funkcije 


Ako je 
y=fu) i u=g(x) 
tada je 
du dx 


JE Re ae TD TG TR TED ES PONIZNO 
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MPNOI 


god 


2 
I; dx M dx u X 
= {PX ——7z = rTrarcte— | 
žoskG a+X__ a ?a ! 
dx o— X dx 
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. lntegralni račun 


dx 


x2" 
"dx= :(a£— 
|x 1" I) | 
i 
xx (none 


UNE |: 


KET=— 
"7" sm X ; I 
2 


J 
mo = arcsin—;a20 


J 
a ; Meri SRLRE 


we X  sin2ax ; X  sin2ax 
{ sin axdx = — - { cos axdxX =— + 
| a da a da 
1 - 


1 
die . . _ . —1 
{ sin"axdx = —— sin" !axcosax + { cos"axdx = — sinaxcos" ax + 
na na 


n—1 


+ 


| sin" ?"axdx + { cos" "axdx 
n n 


|(afG) + bg(x) lx = a! f(X)dx +b| g(x)dx | 
T FGOZ(K)dx = F(X)g(x)— {| F(x)g'(x)dx | | 
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OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


Prilog 3 
Grčka slova 


AG a alfa 


BB. = bbeta 
DY g gama 
AČ — ddelta 


E€ e epsilon 
ZGl = zzeta 


Hu  eeta 
06 tteta 

i jjota 
KK _ kkapa 
AA | lambda 
Mu mmi 
Nv  nni 

= x ksi 
Oo o omikron 
Ir = ppi 

Po (TO 

Zo s sigma 
TT t tau 
Yy _ yipsilon 
Đ0 ff 

Xx  hhi — 
'Pw_ pspsi 


ODA = o omega 
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HNIKE Zbirka zadataka 


OSNOVI ELEKTROTE | 
= uL(KYTROTEHNIKE Zbirka zadataka Prilog 5 
j = ih i 
Prilog 4 tne suscpetibilnosti Xm nekih J 
I Ju mm Tablica magne amagnetnih materijala 
Decimalne mjerne jedinice i sistemi par 
) " NP PT IE ! ; NEEST le I ica P.5.I 
Decimalne mjerne jedinice 1 sistemi su decimalni dijelovi i dekadski Tablic sjetne "| 
umnošci mjernih jedinica, a obrazuju se od mjernih jedinica SI sistema | | ke dijamagnetne j paramag 
sljedećih sedam mjernih jedinica van SI sistema: litar, teks, bar, var, vatčas, kak susceptibilnost a za ne 
elektronvolt i voltamper, a čija je upotreba zakonom dozvoljena. Magne "a U 
materijale 


Decimalne mjerne jedinice se dobijaju množenjem mjerne jedinice 
odgovarajućim činiocem IZ tablice P.4.1. 


Nazivi i oznake decimalnih mjernih jedinica dobijaju se od SI jedinica 
stavljanjem naziva i činioca ispred naziva ili oznake mjerne jedinice i pišu se 
malim slovima zajedno. 


Primjer: mm — milimetar, dag — dekagram, dalm — dekalumen itd. 


—_ 


Decimalne mjerne jedinice se primjenjuju za prikazivanje raznih brojčanih 
podataka u praksi gdje osnovne ili izvedbene jedinice ne bi bile dovoljno 
razumljive u pregledne. 


Npr.: 0,00723{m}=7,23:10"?{m}=7,23{mm)} 


Tablica P.4.1 
Tabela činilaca decimalnih mjernih jedinica 


dei | dG | deka | da 10 


j 0 
centi | ee | MO| hekbt | bh dd 
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OZNAKE KORIŠTENIH VELIČINA I NJIHOVE JEDINICE 


OSNOVI ELEKTROTEHNIKE Zbirka zadataka 


F (Azav| magnetomotorna sila 
: Kak F; (NJ komponenta sile duž x-ose 
ua Jedinica naziv F, (NJ komponenta sile duž y-ose 
(m| "rastojanj G tačka 
i janje I 
a (m/s'} ubrzanje naelektrisane čestice H (A/m)| jačina magnetnog polja 
o {m| rastojanje ; J (AJ jačina stalne jednosmjerne struje 
" {mj} rastojanje IA (AJ jačina Amperovih struja 
d (mJ rastojanje C- {AJ maksimalna vrijednost naizmjenične struje 
= Ka u elementarna dužina J (A/m? gustina struje | 
G elementarni rad Lk (HI! induktjvnost 
" (mj elementarna površina a (H/m) —— podužna induktivnost 
je (CI elementarna količina naelektrisanja M (H} međusobne induktivnosti 
; (m' elementarna zapremina M tačka — 
= ; (CJ naelektrisanje elektrona N (zav} broj zavojaka 
HE ; (Hz) frekvencija, učestanost O ICI naelektrisanje 
s. (mj) visina R (92) električna otpornost 
j m (Am) orbitni magnetni moment elektrona S (m'} površina 
kko (kg) masa elektrona U (VJ napon 
j (ob/min} = brzina obrtanja V {MJ zapremina 
broj elektrona V (VI potencijal 
I (m| rastojanje Wu (UT) energija elektromagnentog polja 
š (sJ vrijeme e(t) (VI trenutna vrijednost indukovane elektromotorne 
? (m/s srednja brzina naelektrisani sile 
san a . me Ši a 
) udaljenost duž x-ose j k. i(t) (AJ trenutna vrijednost naizmjenične struje 
udaljenost duž y-ose E l (mJ dužina 
= va udal jenost duž z-ose E u( t) (VJ trenutna vrijednost naizmjeničnog napona 
a U) I zapreminska gustina elektromagnetne energije i dS vektor površine 
A ) rad. a "2 jedinični vektor duž x-9se 
tačka _ a g PataNjr + 
B tačka Kd j jednični vektor duž y-ose 
" (TJ magnetna indukcija : k jedinični vektor duž z-ose 
B. ) normalna komponenta magnetne indukcije no. vektor normale na površinu 
B, IT) pe nit komponenta magnetne indukcije I vektor rastojanja 
B, IT) JeKA JEA magnetne indukcije duž x-ose T' jedinični vektor rastojanja 
B, (TJ) Note magnetne indukcij e duž y-ose V {m/s| 'vektor srednje brzine naelektrisanja 
C ae. onen'a magnetne indukcije duž z-ose B (TJ vektor magnetne indukcije 
D tačka E (V/mJ. vektor jačine električnog polja 
i tačka F (NT vektor sile 
F Svim) Jačina električnog polja H" (A/m) vektor jačine magnetnog polja 
F _— J (A/m) gustina površinske rezultante Amperovih struja 
u sila elektromagnetnog polja Mt (A/m) vektor magnetizacije F 
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-5- "a SH 
7 SS" GR 


EE 2 0F fr 


Zbir 


. ka zadataka iz osnova elektrotehnike 


ugao 

ugao 

širina (rastojanje) 

magnetna susceptibilnost 

fluks vektora magnetne indukcije 

maksimalna vrijednost fluksa vektora magnetne 
indukcije 

magnetna propustljivost (permeabilnost) sredine 
magnetna propustljivost (permeabilnost) 
vakuuma 

relativna magnetna propustljivost (permeabilnost) 
specifična otpornost materijala 

specifična provodnost materijala 

ugao 
kružna učestanost 
kružna učestanost 


Oznake korištenih veličina 
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